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1 Einleitung

Die Ungleichungen gehdren zu den gefiirchtetsten aller Aufgaben, die typischerweise bei
der Olympiade auftauchen. Mit genug Erfahrung im Anwenden der wichtigsten Tricks
lassen sie sich oft in kurzer Zeit 16sen, aber es ist auch moglich sich stundenlang die
Zéhne auszubeissen und gar nichts herauszufinden. Wahrend sie frither dusserst beliebt
an der IMO waren, tauchen heutzutage aus dem Gebiet der Algebra eher Aufgaben
auf, die weniger standard sind. Um sich in der geheimnisvollen Welt der Ungleichungen
zurechtzufinden ist es wie immer unerlédsslich, eine grosse Zahl von Aufgaben zu l6sen.

Ungleichungen sind weit verbreitet in der Mathematik. Manche Resultate aus diesem
Skript sind auch in der Zahlentheorie, in Kombinatorik oder manchmal sogar in der
Geometrie niitzlich. Darum empfiehlt es sich die zugrunde liegenden Satze kennenzuler-
nen, welche in diesem Skript immer in grau eingerahmt sind. Genau so wichtig sind die
dazugehorigen Beispiele.

Dieser Text bietet eine neue Prisentation des Stoffs, welche auf dem exzellenten Skript
von Thomas Huber basiert. Die in Sdtzen vorgestellten Ungleichungen sind in drei, ihrer
Natur entsprechenden, Abschnitte unterteilt. Die Idee fiir dieses Schema kommt von Sa-
min Riasat!. Neben den Sitzen werden auch einige wohlbekannte Tricks in den Beispielen
aufgezeigt. Eine weitere Quelle der Inspiration fiir dieses Skript ist die Arbeit von Evan
Chen?.

1.1 Ein erstes Beispiel

Im Kontext der Olympiade sind Ungleichungen etwas ganz anderes als in der Schule.
Typischerweise sucht man in der Schule fiir eine gegebene Ungleichung die Menge der
Losungen, die die Ungleichung erfiillen. An der Mathematikolympiade dagegen erhalten
wir eine Ungleichung und wollen beweisen, dass sie erfiillt ist, egal welche Werte wir fiir
die Variablen einsetzen. Das sieht zum Beispiel wie folgt aus:

Beispiel 1. Zeige, dass fir alle reellen Zahlen x,y und z gilt

x2+y2+z22xy—|—yz+zx.

In Worten sagt man: der Ausdruck z%+y?+2?2 ist immer grosser oder gleich dem Ausdruck
Ty +yz + 2.

'Samin Riasat, Basics of Olympiad Inequalities.
2Evan Chen, Brief Introduction to Olympiad Inequalities.



Um zu zeigen, dass so eine Ungleichung stimmt, muss man durch eine Folge von algebrai-
schen Umformungen eine andere Ungleichung erhalten von der man bereits weiss, dass
sie korrekt ist. Zum Beispiel weiss man, dass das Quadrat einer reellen Zahl immer eine
nichtnegative Zahl ist. Zudem ist das Quadrat einer reellen Zahl genau dann gleich null,
wenn die Zahl selber gleich null ist. In anderen Worten:

22>0,VzeERund 2> =0 2 =0.

Wie konnen wir nun die Ungleichung aus dem Beispiel mit Quadraten verbinden? Zuerst
bemerken wir, dass 22 +y? + 22 > xy + yz + 22 dquivalent ist zu 2% +y? + 22 — 2y —yz —
zx > 0. Also konnte eine Strategie fiir den Beweis der Ungleichung sein, den Ausdruck
2%+ y? + 2% — vy — yz — zx zu bearbeiten bis Quadrate auftauchen. Dies ist der wirklich
subtile und schwierige Teil dieser Aufgabe.

Die Terme zy, yz und zz erinnern an die Produkte, die beim Ausmultiplizieren der Qua-
drate (z+y)?, (y+2)? und (z+x)? entstehen, ausser dass der Koeffizient 2 fehlt. Stattdes-
sen tauchen die Terme zy, yz und zz auf, wenn man 1/2(x+y)* 1/2(y+2)% et 1/2(z+x)?
ausmultipliziert. Mit dieser Beobachtung kommt man nun leicht auf die folgende Glei-
chung:
2., .2 2 1 2 1 2 1 2

4y +z —xy—yz—z:c:§(x—y) —|—§(y—z) +§(2—:c) :
Wie angekiindigt kénnen wir nun schliessen, dass der Ausdruck z?+y?+ 22 —ay —yz — 22
immer nichtnegativ ist, da er gleich der Halfte der Summe von drei Quadraten ist. Also
haben wir bewiesen, dass der Ausdruck x?+y?+ 2?2 immer grosser oder gleich xy+yz+zx
ist fiir alle reellen x,y oder z.

Die ganze Schwierigkeit der Aufgabe lag im algebraischen Trick, den Ausdruck z? + y* +
2% — xy —yz — 2z als Summe von Quadraten zu schreiben. Mit der richtigen Idee sind die
Losungen von Ungleichungen oft wie hier ziemlich kurz. Das heisst aber nicht, dass die
Aufgaben einfach sind! Zu Beginn sind Ungleichungen kompliziert und verwirrend und

wie immer hilft nur Erfahrung, um sie schitzen zu lernen.

Bei Ungleichungen wird oft die zusédtzliche Frage nach den Gleichheitsfillen gestellt.
Unter den Gleichheitsfillen versteht man die Menge der Werte, fiir die die Ungleichung
zu einer Gleichung wird. In unserem Beispiel ist das die Menge der Tripel reeller Zahlen
(z,y,2), fiir die 2% + y* + 2% = 2y + yz + zz gilt. In den allermeisten Fillen ist das
Finden der Gleichheitsfille eine Formalitéit, sobald die Ungleichung bewiesen ist, da der
Losungsweg dabei hilft die Gleichheitsfille zu finden. In unserem Beispiel haben wir

1 1 1
x2+y2—|—z2:xy+yz+zx4:)§(x—y)2+§(y—z)2+§(z—x)2:0
r—y=0&xr=y
S yYy—2=0y==2
r—r=0&2=u.

Also erhalten wir genau diejenigen Tripel (x,y, z) sodass x = y = z eine beliebige reelle
Zahl ist.



1.2 Die Spielregeln der Ungleichungen

In der Schule lernt man, dass man das Ungleichheitszeichen einer Ungleichung drehen
muss, falls man beide Seiten der Ungleichung mit einer negativen Zahl multipliziert.
Genau dasselbe passiert wenn man den Kehrwert beider Seiten nimmt. Dies sind zwei
der grundlegenden Regeln fiir das Manipulieren von Ungleichungen. Wir listen nun ohne
weiteren Kommentar alle notigen Regeln auf, welche aus der Schule bekannt sein sollten.

Theorem 11. Es gelten die folgenden Eigenschaften:
1. Falls a > c und ¢ > b, dann gilt a > b, Va,b,c.

2. Fallsa > bund c>d, dann gilt a+c > b+d, Ya,b, c,d, (die Unkehrung dieser
Aussage ist im Allgemeinen offensichtlich falsch).

3. o Falls x >0, dann gill a > b < ax > bx, Va,b.
o Fualls x <0, dann gilt a > b < ax < bx, Va,b.

. Esgqilt 2> >0,Vx €R, und 2> =0« 2 = 0.

P

5. e Falls x > 0, dann gilt a > b < a® > b*, Ya,b > 0. Zum Beispiel, falls
a>b>0, dann gilt a®> > b%, oder \/a > /b (dass a,b nichtnegativ sind
ist essentiell).

o Fulls x < 0, dann gilt a > b < a® < b*, Ya,b > 0. Zum Beispiel, falls
a>b>0, dann gilt 1/a < 1/b.

(=

. Allgemeiner:
e Fulls f eine wachsende Funktion ist, dann gilt a > b= f(a) > f(b).
e Falls [ eine fallende Funktion ist, dann gilt a > b= f(a) < f(b).

An dieser Stelle ist es niitzlich, ein abstraktes Schema fiir das Losen von Ungleichungen
vorzustellen. Wie schon im Beispiel gesehen soll man bei einer Ungleichung zeigen, dass

Az, ... xn) > B2y, ..., 2y)

gilt, wobei die Variablen x4, ..., r, manchmal gewisse Bedingungen erfiillen, zum Beispiel
x1,...,2, > 0oder x1+...4 x, = 1. Meistens benutzen wir die Buchstaben a, b, ¢, d fiir
positive Zahlen und z,y, z, w fiir reelle Zahlen. Die Buchstaben A und B stehen fiir zwei
algebraische Ausdriicke, welche eventuell auch einfach Konstanten sein kénnten. Es ist
immer moglich gewisse algebraische Manipulationen auf die urspriingliche Ungleichung
anzuwenden, zum Beispiel konnte man beide Seiten mit 2 multiplizieren, oder B von
beiden Seiten abziehen. Schlussendlich bleibt aber immer eine Ungleichung zwischen zwei
Ausdriicken.

Eine Losungsstrategie besteht aus einer Folge von Ausdriicken Ay, ..., A,,, sodass

A(xy, ..o my) > A, xn) > 00 > A, . 1) > By, ..o xy),
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wobei jede neue Ungleichung direkt aus einem bereits bekannten Resultat folgt. Bildlich
gesprochen sucht man einen Weg von A nach B. Genug Abstraktion, gehen wir zum
Konkreten iiber.

2 Die Macht der Quadrate

2.1 Das ewige AM-GM

Unter allen Ungleichungen ist diejenige zwischen dem arithm-boxetischen Mittel (AM)
und dem geometrischen Mittel (GM) die berithmteste.

Theorem 21 (AM-GM). Seien ay,...,a, > 0 nichtnegative Zahlen. Dann gilt

aL+ ...+ ay
n

> ar ... an.

Es qilt genau dann Gleichheit wenn ay = ... = a,.

Beweis. Der hier gezeigte Beweis ist induktiv iiber die Anzahl Variablen und wurde ur-
spriinglich von Cauchy gefunden. Wir nennen §2,, die Aussage, dass die Ungleichung fiir
genau n > 1 Variablen stimmt. Das Ziel ist zu zeigen, dass €, fiir alle n > 1 stimmt. Idea-
lerweise mochte man zeigen, dass €2, = €1,,,1, was der klassischen Induktion entspricht.
Es ist aber nicht klar, wie man das machen konnte. Stattdessen werden wir sehen, dass
es relativ leicht ist, (2, = €1y, zu zeigen. Um dann die Induktion abzuschliessen geniigt
es 2, = ,_1 zu beweisen, angenommen der Basisfall ist bereits iiberpriift. Beginnen
wir also mit dem Fall n = 2, denn fiir n = 1 ist die Aussage offensichtlich:

1. QQI GTMZ\/%

Das Idee ist, diese Ungleichung auf eine bereits bekannte zuriickzufiihren. In diesem
Fall benutzen wir, wie in der Einleitung, eine algebraische Umformung mit dem Ziel
Quadrate zu erhalten. Es gilt

a+b
2

>Vab < a—2Vab+b >0 < (Va— Vb2 > 0.

Die Ungleichung stimmt also fiir alle a,b > 0 und Gleichheit gilt genau dann wenn
va — /b =0, was wie gewiinscht dquivalent ist a = b.

2. Qs: %b*c > v/abe.

Diesen Fall explizit zu behandeln ist nicht notig fiir die Induktion, aber der Lo-
sungsweg ist interessant und man sollte ihn sich merken. Zuerst fillt einem die
dritte Wurzel auf der rechten Seite auf, welche eher unangenehm ist und man wiir-
de sie lieber loswerden. Dafiir gibt es mehrere Mdoglichkeiten, zum Beispiel konnte



man beide Seiten zur dritten Potenz nehmen. Wéhrend die rechte Seite dann simpel
ist, erhalten wir auf der linken Seite viele Terme und einen Koeffizienten 33 = 27.
Eine bessere und subtilere Option ist es, drei neue Variablen einzufiihren. Seien
z = /a,y := Vb und z := ¥c. Die Ungleichung wird zu
a+b+c
3
Diese Substitution ist nicht unbedingt notig und noch kein entscheidender Schritt

hin zur Losung. Trotzdem erlaubt sie es einen besseren Uberblick iiber die zu zei-
gende Ungleichung zu erhalten.

> Vabe & 2® + > + 2% — 3zyz > 0.

Nun tritt die Magie des Falls n = 3 hervor. In diesem Spezialfall gibt es eine
Faktorisierung des zu minimierenden Ausdrucks:

Py B By = (e y+ ) (@ + Y7+ 22— wy — yz — 21).

Der erste Faktor ist offensichtlich nichtnegativ, da x,y und z es bereits sind. Das
Beispiel aus der Einleitung zeigt, dass der zweite Faktor auch nichtnegativ ist. Also
gilt 23+ +23—3xyz > 0 wie gewiinscht. Gleichheit gilt genau dann wenn einer der
beiden Faktoren gleich 0 ist. Im ersten Fall z +y 4 2 = 0 sind gezwungenermassen
alle drei Variablen gleich 0. Den zweiten Fall 22 + y? + 22 —ay —yz — 220 = 0
kennen wir bereits, dann miissen alle drei Variablen gleich sein. Insgesamt erhalten
wir Gleichheit genau dann wenn x = y = 2, das heisst wenn a = b = c.

. Qn = an.

Wir wollen AM-GM fiir 2n Variablen zeigen unter der Annahme, dass die Unglei-
chung fiir n Variablen gilt. Die Idee ist einfach. Die 2n Variablen kénnen in zwei
Gruppen von n Variablen eingeteilt werden, auf welche man dann die Induktions-
annahme anwenden kann. Danach ldsst sich AM-GM auf die beiden verbleibenden
Terme anwenden.

a1+...+a2n_1 ar+ ...+ ay 1 an+1+...—|—a2n

2n 2 n 2 n
— N ~~
> Yai...an > Van41...a2n
S Jar ... ap+ Yangr - ag,
- 2

2\/{L/a1~...-an-\Vanﬂ-...-agn
= Zay- ... Qo,.

Die erste Ungleichung besteht aus zwei Anwendungen von ), auf die einzelnen
Briiche. In der zweiten Ungleichung wendet man {2, auf das Mittel der beiden nten
Wurzeln an. Insgesamt erhalten wir das Gewiinschte. Gleichheit erhalten wir genau
dann wenn Gleichheit in beiden Abschétzungen gilt. Auf Grund der Anwendungen

von €2, erhalten wir a; = ... = a, und a,,; = ... = ag,. Die Anwendung von
Qy impliziert /ay ... an = Y/pyy - - .. - G2, Wenn wir diese beiden Bedingungen
kombinieren erhalten wir a; = ... = as,.



4. Qn = Qn—l-

Wir nehmen an, dass @ > ay - ... - apfiralleay, ..., a, > 0gilt. Es ist nicht
zu erwarten, dass dieser Fall extrem schwierig ist, denn €),, hat einen Freiheitsgrad
mehr als €, 1. Um ,_; zu zeigen wenden wir €2, an, wobei wir fiir a, einen
geschickt gewdhlten Wert einsetzen.

Aufgrund der Symmetrie bietet sich die Wahl a,, = »</a; ... a,_; an. Wir benut-
zen nun die Ungleichung €2, mit den Variablen (ai,...,a,-1,a, = »/ay ... ap_1).

Dann erhilt man
a;+...+ay,

> 7\L/(l1'...'an_1' Yay ... an_q

= "Va;-... Qp_1

= Q.

Wenn wir alle Terme mit a,, auf der rechten Seite sammeln, ergibt sich

ar+ ...+ ap_1 Qp, n—1
> a, — 2 = <y,
n n n

Diese Ungleichung kénnen wir nun wie gewiinscht zu {2,,_; umschreiben:

> a, = "Yar...a,—1.

Die Gleichheitsfille fiir €2,,_; folgen direkt aus der Anwendung von €),, es muss
a; = ... = a,_1 gelten.

ay+ ...+ a1
n—1

]

AM-GM ist nicht korrekt fiir negative Zahlen. Zum Beispiel erhélt man fiir n = 3 einen
Widerspruch, wenn man AM-GM mit dem Tripel (—1,—1,2) anwendet. Wenn n gerade
ist, dann ist die Wurzel nicht unbedingt definiert wenn einige Zahlen negativ sind.

Beispiel 2. Seien aq, ..., a, positive reelle Zahlen. Dann gilt

a ag Qnp,
——+ =4 ...+ —>n.
a2 as ai

Lésung. Dies ist eine klassische Anwendung von AM-GM. Da wir eine Summe von Brii-
chen, die dhnliche Nenner und Zihler haben, nach unten abschétzen wollen, kénnen wir
die folgende Methode versuchen. Man wendet direkt AM-GM fiir n Variablen an:

Z_; + Z_i + e + Z_”; > n ﬂ . % P % _— 1
n —Vax asg a1 .
Nach Multiplikation beider Seiten mit n erhalten wir das Gewiinschte. O

Beispiel 3. Seien a, b, ¢ positive reelle Zahlen. Dann gilt

(a+0)(b+ c)(c+ a) > 8abe.

7



Lésung 1. In dieser Aufgabe kénnte man damit anfangen, den Ausdruck auf der linken
Seite auszumultiplizieren. Dann erhélt man die neue Ungleichung

a’b + a’c + b*a + b*c + *a + *b > 6abe.

Dann konnen wir einfach AM-GM mit n = 6 auf die Summe links anwenden:

a®b + a’c + bPa+ bPe+ Aa+ b > 6 - Va2b - a2 b2a - b2 2a- b
= 6abc,

wobei wir direkt mit 6 multipliziert haben, um uns das Aufschreiben des Bruchs zu
sparen. O]

Lésung 2. Stattdessen ist es moglich, wenn auch mit mehr Gehirnschmalz verbunden,
AM-GM drei mal auf die drei Summen der linken Seite der urspriinglichen Gleichung
anzuwenden. Dann erhilt man

(a+0)(b+c)(c+a) >2Vab-2vVbe - 2y/ca
= 8abc.

In beiden Loésungen erhalten wir die Gleichheitsfélle a = b = c. O

Beispiel 4 (IMO 2012, Aufgabe 2). Seien n > 3 eine ganze Zahl und as, . . ., a, positive
reelle Zahlen sodass as - ... a, = 1. Dann gilt

(14+a)?...(1+a,)" >n"

Léisung. In diesem Beispiel treffen wir zwei Neuheiten an. Einerseits haben wir eine zu-
satzliche Bedingung an die Variablen, ndmlich dass ihr Produkt gleich 1 ist. Andererseits
miissen wir eine strikte Ungleichung zeigen. Grundsitzlich dndert dies aber nichts an
unserer Herangehensweise.

Der Grund warum dieses Beispiel zu diesem Zeitpunkt des Skripts gezeigt wird, ist dass
verdeutlicht werden soll, dass man die Schwierigkeit einer Aufgabe nicht an seiner Losung
ablesen kann. Denn dieses Problem war immerhin die zweite Aufgabe der IMO 2012. Der
Losungsweg benutzt einen fundamentalen Trick fiir das Losen von Ungleichungen: die
Zerlegung von Konstanten.

Fiir die erste Verwirrung beim Lesen der Aufgabe sorgt wohl das Fehlen der Variable a;.
Zudem ist die linke Seite der Ungleichung nicht homogen in den Variablen, das heisst die
Variablen treten mit verschiedenen Exponenten auf. Eine sinnvolle Idee ist es, irgend-
wo das Produkt der n — 1 Variablen auftauchen zu lassen um dann Vereinfachungen zu
erhalten. Um dieses Ziel zu erreichen, versuchen wir den Term (1 + a;)" durch a; allei-
ne abzuschatzen ohne irgendwelche anderen Exponenten als den vom linearen Term zu
erhalten. Dieser Schritt ist der grosste Teil dieser Aufgabe.

Der Trick wird sein, die 1 des Ausdrucks 1+ a; als Summe von ¢ — 1 Zahlen zu schreiben,
damit 1+ a; eine Summe von ¢ Termen wird. Dann kénnte man AM-GM mit 7 Variablen



anwenden. Die einfachste Art dies zu tunist 1 =1/(i —1)+...4+1/(i — 1) zu schreiben.
Dann ergibt AM-GM

Sttt a;
> i
i —\V (@i—1)t
und nach Umformung A
1 ) ‘ > - <. 4" 7.
(1+a)" > S

Gleichheit gilt genau dann wenn a; = 1/(i — 1). Multiplizieren dieser Ungleichungen fiir
die Indizes 1 = 2,...,n liefert ein Teleskopprodukt:

33 n"

?'...'<n_1)n71
v =1

'&2&3'...'an:nn.
———

2
(1+a2)2...(1—|—an)"2T

-~
=nn

Um nun eine strikte Ungleichung zu erhalten miissen wir noch jegliche Gleichheitsfille
ausschliessen. In der letzten Ungleichung hatten wir Gleichheit genau dann wenn a; =
1/(i — 1) fiir alle ¢ = 2,...,n. Dann ist aber das Produkt der a; strikt kleiner als 1 (da
n > 3), das heisst der Gleichheitsfall kann nicht eintreten. ]

Man kann sich fragen, was passiert wenn bei der Anwendung von AM-GM mit n Variablen
einige der a; mehrfach im Bruch vorkommen. Angenommen a; kommt m; mal vor, ay
kommt mo mal vor und so weiter bis zur letzten Variablen ay, die m; mal vorkommt. Die
m,; sind natiirliche Zahlen sodass mq + ...+ m; = n. Dann erhalten wir

mq mg
—— ——fN—
a+...+a1+...+ap+ ...+ ax
2(@1-...-al-...-ak~...-ak)l/".
mi+ ...+ mg N— ~——
mi mg
Oder anders aufgeschrieben
miay + ...+ mgag my my
> a" "

mi+ ...+ mg

Wenn wir w; := m;/n = m;/(my + ... + my) definieren, dann gelten w; + ... +wp = 1
und
wiaq1 + ... + Wrag ZCLTI a‘,:’“

So erhilt man die gewichtete Version von AM-GM. Diese Ungleichung gilt fiir positive
reelle Zahlen w; mit Summe 1, welche Gewichte genannt werden. Jedes a; gehdrt zu einem
Gewicht und die Summe der Gewichte ist 1. Im Englischen heisst dieses Resultat weighted
AM-GM (weighted = gewichtet).

Theorem 22 (Gewichtetes AM-GM). Seien ay, ..., a; nichtnegative reelle Zahlen
und wq, . ..,wy nichtnegative reelle Zahlen sodass wy + ...+ w, = 1. Dann gilt

w1a1+...+wkak2a‘f1~...-a2”“.



Gleichheit gilt genau dann wenn a; = a; fir alle Paare von Indizes (i,7) sodass

w; # 0 und w; # 0.

Das obige Argument beweist diesen Satz wenn alle w; rationale Zahlen sind. Den allge-
meinen Fall verschieben wir ans Ende des Skripts.

Beispiel 5. Sei a eine nichtnegative reelle Zahl. Dann gilt
a’+1>a®+d

Lésung. Diese Aufgabe sieht so aus als konnte man sie mit analytischen Methoden 16sen.
Es gibt aber eine hiibsche Lésung mit gewichtetem AM-GM. Woher man weiss, dass es
so einen Beweis gibt? Weil 5 + 0 = 3 + 2! Das sind die Exponenten von a, die in der
Ungleichung auftauchen (wobei 1 = a°).

Nun miissen wir die richtigen Gewichte finden, sei dafiir 0 < ¢ < 1 eine reelle Zahl. Wir
machen den Ansatz
ca® 4+ (1 —c¢) >a* -1 = a™.

Um die beiden Terme a® und a® der rechten Seite der urspriinglichen Gleichung zu erhal-
ten, miissen wir also diese Ungleichung anwenden mit ¢; = 3/5 und ¢, = 2/5. Dann ist
c1 + ¢co = 1! Wir erhalten
3/5-a°+2/5>a®
{ 2/5-a°+3/5 > a®.

Aufsummieren dieser Ungleichungen liefert das Gewiinschte. m

Beispiel 6. Seien a,b, c positive reelle Zahlen sodass a + b+ ¢ = 3. Dann gilt
alboc® < 1.

Lésung. In diesem Beispiel werden nun die Variablen selber zu den Gewichten. Wie aber
konnen wir gewichtetes AM-GM hier anwenden? Die linke Seite der Ungleichung erinnert
an die rechte Seite von gewichtetem AM-GM. Weiter sieht die Bedingung an die Variablen
aus wie die Bedingung an die Gewichte, ausser dass die Summe nicht 1 ist. Da aber

abct <1< (abbcca)l/?’ <1
und a/3+b/3+c¢/3 = 1 gelten, konnen wir gewichtetes AM-GM mit den Variablen a, b, ¢
und den Gewichten b/3,¢/3,a/3 verwenden. Wir erhalten

. b+ .c Z ab/3bc/3ca/3‘

a
3
Dies ist dquivalent zu
ab + bc + ca
3
Um fertig zu machen, miissen wir also noch ab + bc + ca < 3 unter der Nebenbedingung
a+ b+ c = 3 zeigen.

> (abbcca)l/fﬂ‘

10



Da wir eine Ungleichung beweisen wollen, in der ab + bc + ca von oben beschrankt wird,
ist es sinnvoll die uns wohlbekannte Ungleichung ab+bc+ca < a®+ b4 ¢ zu verwenden.
Wenn wir bei eben dieser Ungleichung auf beiden Seiten 2(ab+ bc+ ca) addieren und die
rechte Seite faktorisieren, erhalten wir

3(ab+bc+ ca) < (a+b+c)’.
In unserem Fall gilt a + b+ ¢ = 3, also wird diese (bereits bewiesene) Ungleichung zu

3(ab+bc+ca) <9< ab+ be+ ca < 3.

2.2 Cauchy-Schwarz und Holder

Aus AM-GM lésst sich eine weitere Ungleichung herleiten, welche auch sehr praktisch
ist. Im allgemeinen handelt sie von Skalarprodukten und Léngen von Vektoren, aber hier
behandeln wir eine algebraische Version.

Theorem 23 (Cauchy-Schwarz, kurz CS). Seien x1,...,2, und y1,...,y, reelle
Zahlen (nicht unbedingt positiv). Dann gilt

Gleichheit gilt genau dann wenn reelle Zahlen A1 und Ao existieren sodass \ix; = Aay;
gilt fir allei = 1,...,n. Anders gesagt sind die Vektoren (x1;...;x,) und (y1;...;Yn)
kollinear:

Dies ist dquivalent dazu, dass x;y; = x;y; gilt fir alle Paare von Indizes (1, j).

Cauchy-Schwarz ist eine Konsequenz von AM-GM. Im Beweis der Ungleichung werden
wir ein neues Konzept genauer anschauen, ndmlich Homogenitét.

Definition 2.1. Ein algebraischer Ausdruck A(zy,...,x,) in mehreren Variablen heisst
homogen vom Grad k falls fiir alle reellen Zahlen 6 gilt

AOzy, ..., 0,) = 0" Az, ..., x,).

Eine Ungleichung heisst homogen vom Grad k falls beide Seiten homogene Ausdriicke
vom Grad k sind.

In anderen Worten ist ein Ausdruck mehrerer Variablen homogen, falls man jede Variable
mit demselben Faktor # multiplizieren kann und dadurch der gesamte Ausdruck mit einer
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Potenz von 6 multipliziert wird. Zum Beispiel ist 23 + 225 — x,22 homogen vom Grad 3

und
1+ X9+ X3

T1X2 + Tox3 + T321

ist homogen vom Grad —1. Dagegen sind z% + 23 + 222 — 1 und x; + 23 nicht homogene
Ausdriicke. Der Vorteil beim Arbeiten mit homogenen Ungleichungen ist, dass man ohne
Beschrankung der Allgemeinheit annehmen kann, dass ein beliebiger homogener Aus-
druck der Variablen einen bestimmten Wert hat. Dieser Vorgang wird Normalisierung
genannt. Angenommen wir haben zwei homogene Ausdriicke A und B vom Grad k und
mochten eine Ungleichung der Form

Ay, ..., zp) > By, ..., 7p)

zeigen, wobei die x; alle positiv sind. Auf Grund der Homogenitét stimmt die Ungleichung
fiir die Variablen (x4, ...,x,) genau dann wenn sie fiir (fxy,...,0x,) mit § > 0 stimmt.
Achtung! Dies funktioniert nur wenn 6 positiv ist. Man hat

A(Oxq,...,0x,) > B(0zy,...,0x,) &
0F - Ay, ..., 2,) > 0% B(xy,...,1,) <
Alxy,. .. xn) > Bz, ..., ).

Die letzte Aquivalenz stimmt nur, weil 8 > 0. Wie kénnen wir nun diese Beobachtung
ausnutzen? Zum Beispiel diirfen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit anzunehmen,
dass x1 + ...+ x, = 1. Warum? Weil es, wie wir gerade gesehen haben, gleichbedeutend
ist, die Ungleichung fiir (xq,...,x,) oder fiir (x1/(z1+ ...+ 2n), ..., xn/(x1 + ...+ xp))
zu zeigen. Und im zweiten Fall ist die Summe der Variablen gleich 1. Aus demselben
Grund konnte man nach Multiplikation aller Variablen mit 2/4/2% + ... + 22 annehmen,
dass die Bedingung z7 + ... + 22 = 4 gilt. Als letztes Beispiel konnte man auch nach
Multiplikation aller Variablen mit 1/z,, annehmen, dass z,, = 1 gilt.

Wir sehen also, dass Homogenitét eine niitzliche Eigenschaft einer Ungleichung ist, da
wir immer den Wert eines homogenen Ausdrucks mehrerer Variablen festsetzen kénnten.
Die Wahl dieses Ausdrucks liegt bei uns und er sollte passend zu der vorliegenden Un-
gleichung gewahlt, das heisst mit dem Ziel die Ungleichung zu vereinfachen. Achtung!
Eine Ungleichung mittels Homogenitit zu vereinfachen ist nie ein entscheidender Schritt
zur Losung hin, aber es hilft um die Ungleichung besser zu verstehen.

Wenn man eine Ungleichung standard nennt, dann versteht man darunter unter anderem
dass sie homogen ist. Wenn man sich vorstellt, dass die vorkommenden Grossen physikali-
sche Einheiten hatten, so wiirde Homogenitat die Sinnhaftigkeit des gesamten Ausdrucks
garantieren. Daher ist Homogenitét eine natiirliche Eigenschatft.

Falls ihr eine Normalisierung in einer Losung verwendet, dann wird natiirlich erwartet,
dass ihr diese Umformung der Ungleichung begriindet. Dies konnte wie im folgenden
Beweis aussehen.
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Beweis von Cauchy-Schwarz. Die Ungleichung von Cauchy-Schwarz ist homogen vom
Grad 2 in den Variablen x1, ..., x,, y1, ..., Yn. Zudem ist sie in diesem Spezialfall homogen
vom Grad 2 in den Variablen zy, ..., x, alleine. Das heisst die Ungleichung ist invariant
unter Multiplikation der x; mit einer reellen Zahl 6 > 0.

Gilt 22 + ... + 22 = 0, so sind alle x; gleich 0. Offensichtlich stimmt die Ungleichung
in diesem Fall. Falls 22 + ... + 22 # 0, so konnen wir alle z; mit 1/y/2% + ... + 22
multiplizieren und diirfen dann ohne Beschriankung der Allgemeinheit annehmen, dass
22 4+ ...+ 22 = 1. Es bleibt also zu zeigen, dass

y%—l_—}_y?LZ(xlyl"_'f_xnyn)Q

unter der Nebenbedingung z? + ... + 22 = 1 gilt. Diese neue Ungleichung ist auch
homogen vom Grad 2, diesmal in den Variablen yy, ...y, ist. Daher konnen wir wieder
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit 32 +...+y? = 1 annehmen. Die Ungleichung wird

1> xuy + ..o+ Zpyn.

Diese Form ist deutlich einfacher als zu Beginn. Der Beweis ldsst sich nun mit AM-
GM einfach vollenden. Wir wissen, dass x;y; < (2? + y?)/2 gilt. Also erhalten wir wie
gewiinscht

:U?+yf+ x2 +y2

TIY e Ty < +

>
L

_ n

=1.

Zuletzt finden wir die Gleichheitsfille. Durch die Anwendungen von AM-GM erhalten
wir, dass Gleichheit genau dann gilt wenn z; = y; fiir alle ¢ = 1,...,n. Man darf aber
nicht vergessen, dass wir die Variablen mit dem Inversen der Wurzel der Summe der
Quadrate multipliziert haben. Dieser Koeffizient muss beim Finden der Gleichheitsfille
beachtet werden, weshalb wir schlussendlich Gleichheit genau dann haben, wenn es ein
A gibt sodass x; = A\y; fiirallei =1,...,n. O]

Beispiel 7 (AM-HM). Seien ay, ..., a, positive relle Zahlen. Dann gilt

a1+...+an> n

n %+...+L.

an

Lésung. Die rechte Seite der Ungleichung heisst harmonisches Mittel (HM) der a;. Dieses
Beispiel ist eine weitere Ungleichung iiber die verschiedenen Mittel. Es gibt ein viertes
Mittel, welches quadratisches Mittel (QM) genannt wird. Der Beweis der verschiedenen
Ungleichungen zwischen diesen Mitteln ist Teil des Aufgabenblatts.

13



Die AM-HM Ungleichung lasst sich wie folgt umschreiben:

1 1 )
(a4 ...+ap) | —+...+— ) >n"
ai an

Dies sieht ein bisschen aus wie Cauchy-Schwarz. Da die a; positive reelle Zahlen sind,
kénnen wir neue Variablen b; := ,/a; einfiihren. Die Ungleichung wird zu

(b3 +...+b2) ((6_11)2++<i>2> > n’.

Dies ist eine direkte Anwendung von Cauchy-Schwarz. Es gilt
I 1\? 1 1)?
b4 b — — >(by-—+...4+b,-— | =n’

An dieser Stelle sollte das folgende Detail hervorgehoben werden: Wenn man CS auf das
Produkt zweier Summen anwendet, dann muss man iiberpriifen, dass jeder Sum-
mand beider Summen eine nichtnegative Zahl ist. In der Formulierung von CS
ist jeder Summand ein Quadrat einer reellen Zahl und daher nichtnegativ. Wir kénnten
Cauchy-Schwarz also auch wie folgt aufschreiben:

Theorem 24 (Cauchy-Schwarz, bis). Seien aq, ..., a, und by, ..., b, nichtnegative
reelle Zahlen. Dann gilt

2
(al—}—...—l—an)(bl—{—...—i—bn)Z( aby +...+ anbn>.

Gleichheit gilt genau dann wenn die Vektoren (ay;...;ay) und (by;...;by,) kollinear
sind.

Das folgende Beispiel ist ein typischer Fall, in dem Cauchy-Schwarz ein naheliegender An-
satz ist. Die Ungleichung selbst ist gut zu wissen und kann in seltenen Féllen angewendet
werden.

Beispiel 8 (Nesbitt). Seien a, b, c positive reelle Zahlen. Dann gilt

a i b i c >3
b+c c+a a+b 2

Gleichheit gilt genau dann wenn a = b = c.

Lésung. Das hier gezeigte Beispiel ist die Standardsituation schlechthin fiir die Anwen-
dung von CS: Wir wollen eine Summe von Briichen nach unten Abschétzen. Die Idee ist,
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die linke Seite der Ungleichung mit der Summe der Produkte der Zahler und der entspre-
chenden Nenner zu multiplizieren. Dann wenden wir CS auf dieses Produkt an. Merkt
euch diesen Ansatz, auch clearing denominators genannt, denn er ist oft anwendbar und
immer einen Versuch wert.

Da alle Variablen positiv sind kénnen wir CS anwenden und es gilt

a b c
+ +
b+c c+a a—+bd

(a(b+0)+b(0+a)+c(a—|—b))( )Z(a+b+c)2.

Dies ist dquivalent zu

a b c (a+b+c)?
b > .
b+c c+a a+b = 2(ab+ bc+ ca)

Daher sind wir fertig, wenn wir jetzt noch (a + b+ ¢)?/2(ab + be + ca) > 3/2 zeigen.
Dies ist wiederum #quivalent zu (a + b + ¢)? > 3(ab + bc + ca). Das ist die Ungleichung
aus der Einleitung. Gleichheit gilt genau dann wenn a = b = c. Der Gleichheitsfall
unserer Anwendung von CS ist noch allgemeiner, daher erhalten wir insgesamt die Fille
a=b=c O

Beispiel 9. Seien a, b, c,d vier reelle Zahlen sodass a®> + b*> + ¢ + d*> = 1. Finde den
grossten Wert, den der Ausdruck a + 2b+ 2¢ + 4d annehmen kann.

Lésung. Bei dieser Art von Aufgabe, auch Optimisierungsproblem genannt, gilt es nach
dem Finden des gesuchten Wertes zwei Dinge zu erledigen. Erstens miissen wir bewei-
sen, dass der Ausdruck a + 2b + 2c¢ + 4d wirklich immer kleiner oder gleich als dieser
Wert ist. Zweitens miissen wir zeigen, dass dieser Wert fiir ein gewisses Quadrupel von
Zahlen wirklich angenommen wird. Anders gesagt heisst dies, dass es mindestens einen
Gleichheitsfall gibt. Fehlt einer dieser Schritte, so kénnen wir nicht sicher sein, ob es sich
tatsdchlich um ein Maximum handelt.

Bis jetzt waren in allen Beispielen die extremalen Werte dann aufgetreten, wenn alle
Variablen gleich waren. In diesem Beispiel sind die Gleichheitsfille weniger offensichtlich,
da die Koeffizienten der Variablen verschieden sind. Daher ist im Vornherein nicht klar
welche Zahl wir als Maximum vermuten kénnten.

Nichtsdestotrotz erinnert die Nebenbedingung an die linke Seite von Cauchy-Schwarz.
Vielleicht reicht es ja, wenn wir die Koeffizienten in der zweiten Klammer der linken
Seite einfithren! Dann erhalten wir

(@ +0* + A +d)(12 +22 422 +4%) > (a + 2b+ 2c + 4d)?

und weiter
la +2b+ 2¢ + 4d| < 5.

Beachte, dass der Ausdruck a + 2b + 2¢ + 4d negativ sein kann und man daher die
Absolutbetrage beim Wurzelziehen nicht vergessen darf. Da eine Zahl immer kleiner oder
gleich ihrem Betrag ist, gilt a + 20 + 2¢ + 4d < 5 fiir alle a, b, ¢, d.
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Um zu schliessen, dass 5 wirklich das gesuchte Maximum ist, miissen wir einen Gleich-
heitsfall finden. Dazu benutzen wir die Anwendung von CS und sehen, dass Gleichheit
genau dann auftritt wenn

a
1

Zudem miissen die Variablen a?+b%+ c? 4 d? = 1 erfiillen. Auflésen dieses Systems liefert
den Gleichheitsfall (a, b, c,d) = (1/5,2/5,2/5,4/5). Daher ist 5 der gesuchte Wert. [

Die Ungleichung von Cauchy-Schwarz ist ein Spezialfall einer allgemeineren Ungleichung,
welche Holder heisst. Wegen der grossen Anzahl Variablen ist es schwierig die Ungleichung
auf eine einfache Art und Weise aufzuschreiben.

Theorem 25 (Holder). Sei m > 1 eine ganze Zahl, welche Grad der Ungleichung
heisst. Sei x;; eine Kollektion reeller Zahlen (nicht unbedingt positiv) wobei i =
1,...,nund j=1,...,m. Dann gilt

ﬁ Xn: (i)™ 2 <2n: ﬁ fa) -

j=1 i=1 i=1 j=1
Gleichheit gilt genau dann wenn vz, = xygay; fir alle i,0 = 1,...,n und fir alle
g, k=1,....m. Das heisst genau dann wenn es reelle Zahlen \y, ..., A\, gibt sodass
T11 T2y Tm1
T1n Ton Tmn
also wenn die m Vektoren (z11;...;%10), -, (Tm1; .- Tmn) kollinear sind oder wenn

einer der Vektoren der Nullvektor ist.

Anstatt die Ungleichung einfach auswendig zu lernen macht es mehr Sinn, wenn man
versucht zu verstehen warum der Fall m = 2 genau Cauchy-Schwarz ist. Der Fall m = 3
ist in der Praxis auch ziemlich niitzlich, wihrend der allgemeine Fall eher selten benutzt
wird. Wenn der Grad m = 3 ist, sieht die Ungleichung von Holder wie folgt aus:

Theorem 26 (Holder vom Grad 3). Seien y,...,Tn, Y1, Yn, 21, - - - » 2n Teelle Zah-
len (nicht unbedingt positiv). Dann gilt

4+ +2)PB+. )B4+ +2D) > (Tt Talezn)®

Gleichheit gilt genau dann, wenn die drei Vektoren (x1;...;xy), (Y1;-..;Yn) und
(21;...;2n) kollinear sind oder einer der Vektoren der Nullvektor ist.

Cauchy-Schwarz ist ein sinnvoller Ansatz, wenn es darum geht, eine Summe von Briichen
nach unten abzuschitzen, da die Ungleichung es erlaubt die Zahler loszuwerden. Ahnlich

16



lasst sich Holder vom Grad m auf Briiche anwenden, in denen (m — 1)te Wurzeln vor-
kommen. Wir zeigen diese Methode am Beispiel einer bekannten Aufgabe von der IMO
2001.

Beispiel 10 (IMO 2001, Aufgabe 2). Seien a,b, ¢ positive reelle Zahlen. Dann gilt

¢ b ¢ > 1.

+ + >
Vvaz+8bc Vb2 +8ca 2+ 8ab

Lésung. Wir wollen also eine Summe von Briichen nach unten abschétzen, in denen
Quadratwurzeln vorkommen. Daher wenden wir Holder vom Grad 3 wie folgt an: Wir
multiplizieren das Quadrat der linken Seite mit der Summe der Produkte der Zdhler und
Nenner, wobei wir bei den Nennern die Wurzeln weglassen. Das heisst wir betrachten
den folgenden Ausdruck:

b 2
(a(a® + 8bc) + b(b* + 8ca) + c(c* + Sab)) (\/aQC—LF e VP8 V2 fr 8&b> '

Da alle Variablen positiv sind, erhalten wir mit Holder, dass dieser Ausdruck grosser oder
gleich (a + b+ ¢)? ist. Dies ist dquivalent zu

a " b n c >\/ (a+b+c)?
Va2 +8c VB2 +8ca VA +8ab — V ad+ b3+ 3+ 24abe’

Also miissen wir noch (a + b+ ¢)® > a® + b + & + 24abc zeigen. Wenn wir die dritte
Potenz auf der linken Seite ausrechnen, kiirzen sich die Terme a3, b3, ¢® weg. Es bleibt

a®b + a’c + b*a + b*c + *a + b > 6abe.

Diese Ungleichung haben wir bereits angetroffen und folgt aus AM-GM. [

2.3 Muirhead, der Bulldozer

In diesem Abschnitt schauen wir Ungleichungen zwischen polynomiellen Ausdriicken (kei-
ne Wurzeln, kein Sinus etc.), welche zudem symmetrisch und homogen sind, genauer an.
Wir haben bereits die folgenden polynomiellen Ungleichungen angetroffen:

a? 4+ b? +c > ab + be + ca,

a’® + b3+ & > 3abe,

a’b + a’c + b%a + b%c + c?a + c*b > 6abe,
a® +1>a®+d?.

Alle diese Ungleichungen, ausser die Letzte, sind Ungleichungen zwischen polynomiellen
Ausdriicken in a, b, ¢, welche auch symmetrisch und homogen mit Graden 2, 3 respektive 3
sind. Intuitiv gesehen dominieren "die grossten Exponenten”die gleichméassiger verteilten
Exponenten. Nachdem wir die notigen Definition aufgeschrieben haben, lasst sich diese
intuitive Beobachtung mit dem sogenannten Satz von Muirhead formalisieren. Zuerst
benétigen wir das Konzept der Majorisierung von Exponenten.
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Definition 2.2. Seien p = (p1,...,p,) und ¢ = (q1, ..., q,) zwei Vektoren reeller Zahlen
(nicht unbedingt positiv). Man sagt, dass p den Vektor ¢ majorisiert (oder dominiert),
wofiir wir die Notation p = ¢ benutzen, falls

LppZzpe>...2pound g > q > ... 2 g,
22 pi+ . tp=at ot
i+ .. >+ .. Fqfirallek=1,....,.n—1.

Zum Beispiel gelten (5,1) = (3,2) und (2,0,0) > (1,1,0), oder auch (5,3,—1) > (4,2,1)
und (1,0,...,0) = (1/n,...,1/n).

Um Muirhead effizient anwenden zu kdnnen, fithren wir noch symmetrische Summen ein.
Hierbei handelt es sich um eine Notation, welche es uns manchmal erleichtert kompli-
zierte, lange Ausdriicke aufzuschreiben. Die symmetrische Summe eines Ausdrucks ist
die Summe aller Ausdriicke, welche man durch eine Permutation der Variablen des origi-
nalen Ausdrucks erhilt. Achtung! Eine symmetrische Summe mit n Variablen enthélt
immer n! Terme, da es genau n! verschiedene Permutationen gibt. Das Konzept lisst sich
leichter mit der Hilfe von Beispielen erkliren. Fiir drei Variablen gilt zum Beispiel

2 sym abc = abc + acb + bac + bea + cab + cba = 6abe,
D eym @b = @b+ a’c + Va + Ve + Pa+ P,
> sym @b = ab + ac + ba + be + ca + cb = 2(ab + be + ca).

Die symmetrischen Summen sind nicht zu verwechseln mit den zyklischen Summen, wel-
che manchmal in anderen Texten auftauchen. Die zyklische Summe enthilt nur diejenigen
Ausdriicke, welche durch eine zyklische Permutation entstehen. Insbesondere enthélt die
zyklische Summe eines Ausdrucks mit n Variablen genau n Terme. Zum Beispiel gelten

Y eye @bc = abe + bea + cab = 3abc,
D eye 0°b = a?b + e + Pa,
D ey @b = ab+ be + ca.

Sind ay, ..., a, positive reelle Zahlen und ist p = (py,...,p,) ein Vektor reeller Zahlen,
so schreiben wir
[p] := Zaﬁ” coeabn
sym

Zum Beispiel ist [(2,0,0)] = 2(af + a3 + @3) und [(1/2,1/2)] = 2\/a1as.

Theorem 27 (Muirhead, a.k.a. Bunching). Seien ay,...,a, positive reelle Zahlen
und p,q zwei Vektoren reeller Zahlen (nicht unbedingt positiv). Dann gilt

p=q=[p| > g

Gleichheit gilt genau dann wenn p = q oder wenn alle a; gleich sind.
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Wir kénnen Muirhead anwenden um einige der bereits gesehenen Ungleichungen zu be-
weisen. Zum Beispiel gelten

(2,0,0) = (1,1,0) = a® + b* 4+ ¢* > ab + bc + ca,

(3,0,0) = (2,1,0) = (1,1,1) = 2(a® + 1> + ¢*) > Y _a’h > 6akbc,
sym

(5,0) = (3,2) = a° + b° = a’b* + b’a’.
AM-GM folgt auch aus Muirhead:

(1,0,...,0) = (1/n,...,1/n) = (n =Dl (a1 + ...+ an) > nl-a)/™ ... all
a+...+a,
:>—

n

Muirhead ist ein extrem starkes Werkzeug. Haben wir eine symmetrische, homogene und
polynomielle Ungleichung gegeben, so kbnnen wir immer versuchen alles auszumultipli-
zieren, sie in der Form symmetrischer Summen aufzuschreiben und dann Muirhead anzu-
wenden. Das funktioniert natiirlich nicht immer. Trotz seiner Niitzlichkeit kann Muirhead
aber auch sehr schnell langweilig werden. Heutzutage kommen mit Muirhead l6sbare Un-
gleichungen kaum noch an Olympiaden vor. Schauen wir uns trotzdem ein paar Beispiele
an.

Beispiel 11 (USA 1997). Seien a,b,c drei positive reelle Zahlen. Dann gilt

1 1 1 1
+ + <
a4+ +abe BB+ +abe A+ ad+ abe

abe’

Lésung. Die Ungleichung ist polynomiell, symmetrisch und homogen. Also kénnten wir
versuchen Muirhead anzuwenden. Dazu miissen wir aber zuerst alle Briiche loswerden.
Wir benutzen sofort die Notation fiir symmetrische Summen. Achtung! Jede Summe
enthélt sechs Summanden, daher miissen wir einen Koeffizienten hinzufiigen, um die
iiberschiissigen Terme loszuwerden. Wir erhalten

1
5 Z(a3 + b + abe)(a® + & + abe)abe < (a® + b* + abe) (b* + ¢ + abe)(¢® + a® + abe).

sym
Ausmultiplizieren liefert

Z a’be + 3atbic + 4a’b’e + P33 < Z b3 + 2a°% + 3a*btc + 2a°V** + a"be

sym sym

und nach Vereinfachung bleibt 37 a'0® > 37 a°b*c* iibrig. Diese Ungleichung ist
korrekt, da (7,2,0) = (5,2,2). [

Beispiel 12. Seien ay, ..., a, positive reelle Zahlen sodass ay - ...-a, = 1. Dann gilt

a4 Fa>a ...+ an.
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Lésung. Die Ungleichung ist polynomiell und symmetrisch, aber nicht homogen. Genauer
ist die linke Seite homogen vom Grad 2 und die rechte Seite homogen vom Grad 1. Der
Trick ist nun, die Ungleichung mithilfe der Nebenbedingung zu homogenisieren. Wir
multiplizieren die rechte Seite mit einem polynomiellen, symmetrischen und homogenen
Ausdruck vom Grad 1. In unserem Fall bietet sich (a; - ... - a,)"" an. Dann wird die
Ungleichung homogen vom Grad 2:

a4 .. 4 ad > (ar. . an)ay F .. Fay).
Mit symmetrischen Summen geschrieben erhalten wir

9 ntl 1 1
E ai = E a;" ay ...an.

sym sym

Da (2,0,...,0) = ((n+1)/n,1/n,...,1/n) folgt diese Ungleichung aus Muirhead. = [

Fiir das letzte Beispiel ergdnzen wir Muirhead um ein kleines Lemma.

Lemma 28. Seien ay,...,a, positive reelle Zahlen und p = (p1,...,pn) Sowie q zwei
Vektoren reeller Zahlen.

1. Fallsay - ... a, =1, dann gilt [(p1,...,pn)] = [(p1 — 7, .., pn — 1)] fiir alle reellen
Zahlen r.

2. Fallsay-...-a, > 1, dann gilt [(p1,...,pn)] = [(p1 —7,...,pn — )] fir alle reellen
Zahlen r.

3. [p];[q] > [%]

Die ersten beiden Aussagen folgen sofort, wenn man die beiden Ausdriicke explizit auf-

schreibt. Die letzte Ungleichung ist eine Konsequenz von AM-GM, welche dem Leser als
Ubung tiberlassen sei.

Beispiel 13 (IMO 2005, Aufgabe 3). Seien a,b, ¢ positive reelle Zahlen sodass abe > 1.
Dann gilt
a’ — a? b —1? & —c?

> 0.
a5+b2+02+b5+02+a2+c5+a2+b2 -

Léosung. Die Ungleichung ist nicht homogen und es ist auch nicht klar wie wir sie ho-
mogenisieren konnten. Also greifen wir auf unser Lemma zuriick. Wir beginnen wieder
damit, die Nenner hochzumultiplizieren und alles auszumultiplizieren. Dann erhalten wir

1(9,0,0)] +4[(7,5,0)] + [(5,2,2)] + [(5,5,5)] > [(6,0,0)] + [(5,5,2)] +2[(5,4,0)]
+20(4,2,0] 4 [(2,2,2)]
Die Schwierigkeit der Aufgabe liegt nun darin, die Terme der linken Seite mit den richtigen
Termen auf der rechten Seite zu kombinieren. Dies erfordert ein wenig Erfahrung im

Umgang mit Ungleichungen dieser Form. Im allgemeinen ist der richtige Ansatz, den
grossten Term der linken Seite mit dem grossten Term der rechten Seite zu verwursteln.
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Mit Muirhead haben wir [(9,0,0)] > [(7,1,1)]. Da abc > 1 gilt, erhalten wir dank der
zweiten Aussage des Lemmas, mit » = 1, dass [7,1, 1] > [6,0,0]. Also insgesamt

1(9,0,0)] > [(6,0,0)].

Wieder mit Muirhead gilt
[(7,5,0)] = [(5,5,2)].
[

>
Ahnlich wie zuvor gilt mit Muirhead [(7, 5 ,0)]
des Lemmas, wieder mit r = 1, dass [(6,5,1)]

2[(7,5,0)] = 2((5,4,0)].

Nun kommt eine etwas subtilere Abschétzung. Wir wollen zeigen, dass

> [(6,5,1)] und durch die zweite Aussage
> [5,4 O} Zusammen folgt

[(7,5,0)] + (5, 2,2)] > 2[(4,2,0)].

Mithilfe der dritten Aussage des Lemmas haben wir [(7,5,0)] 4+ [(5,2,2)] > 2[(6,7/2,1)].
Weder mit dem Lemma alleine noch mit Muirhead alleine l&sst sich [(6,7/2,1)] > [(4,2,0)]
zeigen. Stattdessen miissen wir beides kombinieren. Die Idee ist, eine reelle Zahl r zu fin-
den sodass (6 —7)+(7/2—r)+ (1 —r) = 4+ 2. Das entsprechende r ist 3/2. Nun benutzen
wir zuerst die zweite Aussage des Lemmas mit » = 3/2, um [(6,7/2,1)] > [(9/2,2, —1/2)]
zu erhalten. Dann zeigt eine Anwendung von Muirhead, dass [(9/2,2, —1/2)] > [(4,2,0)].

Schliesslich impliziert die zweite Aussage des Lemmas, mit r = 3, dass
[(5,5,5)] = [(2,2,2)].

Aufsummieren der fiinf Ungleichungen zeigt nun das Gewiinschte. [

3 Ordnung anstatt Unordnung

Samtliche Resultate des vorigen Kapitels basierten auf dem Fakt, dass Quadrate nicht-
negative sind. In diesem Kapitel dagegen werden wir Ungleichungen antreffen, die einen
anderen Ursprung haben. Daher kann man diese neuen Werkzeuge als eine Familie ganz
anderer Natur betrachten, welche uns erlaubt Ungleichungen zu 16sen, die mit den bis-
herigen Resultaten nicht angreifbar sind.

3.1 Geordnete Folgen und Tchebychev

Das zentrale Resultat dieses Abschnitts ist intuitiv einfach zu verstehen und sein Beweis
entspricht der Formalisierung unserer Intuition. Die Idee ist die folgende: Angenommen,
ihr habt die Moglichkeit aus drei Sicken eine, zwei oder drei Miinzen zu nehmen, wo-
bei ein Sack Fiinffrankenstiicke, einer Zweifrankenstiicke und der letzte Einfrankenstiicke
einthilt. Dann maximiert ihr euren Gewinn indem ihr drei Fiinffrankenstiicke, zwei Zwei-
frankenstiicke und ein Einfrankenstiick auswéihlt.
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Theorem 31 (Geordnete Folgen). Sei x1 > z9 > ... > x, eine geordnete Folge
reeller Zahlen (nicht unbedingt positiv). Seiyy, ..., y, eine zweite Folge reeller Zahlen
und zq, ..., 2z, eine Umordnung der Folge vy, ..., y,. Dann ist die Summe

X121 + XTozo + ... + T2y

mazximal falls z1 > zo > ... > z, (d.h. die beiden Folgen sind auf die gleiche Art
geordnet) und ist minimal falls 2y < zo < ... < z, (d.h. die beiden Folgen sind
umgekehrt geordnet).

Beweis. Angenommen die Folgen (z;) und (z;) sind nicht gleich geordnet. Dann gibt es
ein Paar von Indizes (j, k) sodass z; > x; und z; < z;. Die Summe der Produkte sei

S1:=x21+ . Tz Tzt T2y,

Wir zeigen nun, dass das Vertauschen der Terme z; und z; zu einer Vergrosserung der
Summe fiihrt. Sei also

So =T+ F TRt TR T2y

Da sich s; und sy nur um zwei Summanden unterscheiden, ist die Differenz der Summen
gleich
Sg — 81 = T2, + Tpzj — Xz — xRz = (x5 — x) (2, — 2;) > 0.
—_—
>0 >0

Also ist wie gewiinscht so > s1. Wir schliessen, dass Umordnungen dieser Art, bis die (z;)
gleich geordnet sind wie die (x;), nur zu einer Vergrosserung der Summe > z;z; fiithren
kénnen. Am Ende, wenn beide Folgen gleich geordnet sind, muss die Summe also den
grosstmoglichen Wert annehmen. Die zweite Aussage wird auf dhnliche Art und Weise
bewiesen. O

Eine praktische Notation fiir geordnete Folgen sieht wie folgt aus:

{8” - Bf . ;} = Yo

Ein wichtiges Konzept im Kontext der geordneten Folgen ist eine (bereits angetroffene)
Idee, ndmlich die Symmetrie.

Definition 3.1. Ein algebraischer Ausdruck A(zi,...,x,) mehrerer Variablen heisst
symmetrisch, falls sich fiir alle Permutationen yy,...,y, der Variablen z,..., z, der
Ausdruck A nicht verdndert:

Az, .y zn) = A(y1, -+ -y Yn)-

Eine Ungleichung heisst symmetrisch, falls beide Seiten symmetrische Ausdriicke sind
und falls alle in der Aufgabe gestellten Nebenbedingungen symmetrisch in den Variablen
sind.
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Zum Beispiel sind x125 + w223 + 2321 und x1 + 22 + 23 + 1 symmetrische Ausdriicke in
den Variablen xy, x5, z3. Dagegen ist 2xy + x323 + w32, nicht symmetrisch.

Wenn eine symmetrische Ungleichung vorliegt, so kann man die Variablen beliebig per-
mutieren, ohne irgendetwas zu verdndern. Also kann man ohne Verlust der Allgemeinheit
annehmen, dass die Variablen der Grosse nach geordnet sind. Geben wir ein Beispiel.

Beispiel 14. Die folgenden Ungleichungen gelten.
1. Sind x,y, z reelle Zahlen, so gilt 2> 4+ y? + 2% > 2y + yz + 22,
2. Sind a,b,c >0, so gilt a® + b3 + & > a®b + b*c + ca.

Lésung. Wir beginnen mit der ersten Ungleichung:

1. Diese Ungleichung kennen wir bereits. Wir haben sie durch eine Umformung zu
Quadraten bewiesen, man konnte sie aber auch mit AM-GM, Cauchy oder mit
Muirhead beweisen. Jetzt betrachten wir eine Losung mit geordneten Folgen.

Da die Ungleichung symmetrisch ist, diirfen wir ohne Beschrinkung der Allgemein-
heit x > y > z annehmen. Die Folgen z,y,2z und z,y, 2 sind gleich geordnet.
Dagegen ist die Folge y, z, z eine Umordnung von x, y, z. Darum folgt mit dem Satz
iiber geordnete Folgen, dass

[x y Z}Z{x Y Z}@x2+y2+z22xy+yz+zx.
Ty z Yy z T

2. Diese Ungleichung ist interessant, da sie nicht symmetrisch ist. Muirhead ist uns
also keinerlei Hilfe hier, obwohl visuell eine gewisse Ahnlichkeit besteht. Zudem
konnen wir die Variablen nicht der Grésse nach ordnen, was zum Gliick gar nicht
notwendig ist.

Da die Variablen alle positiv sind und die Funktion x — 22 auf den positiven reellen
Zahlen steigend ist, gilt
a>b=a®> 0.

Insbesondere sind die Folgen a, b, c und a?, b?, ¢? gleich geordnet, auch wenn sie mog-
licherweise nicht monoton geordnet sind. Also folgt aus dem Satz iiber geordnete
Folgen, dass

[a2 ; 22}2{32 Zz 22}@a3+b3+c32a25+b20+02a'

]

Beispiel 15. Sei n > 2 und seien aq,...,a, positive reelle Zahlen mit Summe s =

a1+ ...+ a,. Dann gilt
ay an, n
+ ..+ > .
s —aq s—a, n-—1
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Lésung. Dieses Mal ist die Ungleichung symmetrisch, also konnen wir ohne Beschran-
kung der Allgemeinheit a; > ... > a, annehmen. Beachte die folgende, immer wieder
auftretende, Idee:

1 1

a; 2 a; <= Ss—a; < S —a; & > .
S —a; S — Gy

Also gilt 1/(s—aq) > ... > 1/(s—a,). Das Beispiel ist etwas schwieriger als die vorigen, da
eine einzelne Anwendung des Satzes liber geordnete Folgen nicht ausreicht. Stattdessen
wenden wir sie n — 1 mal an, wobei wir die Variablen auf der rechten Seite zyklisch
permutieren. Genauer gesagt sind die Folgen (a;) und (1/(s—a;)) gleich geordnet, weshalb
der Satz iiber geordnete Folgen die Ungleichungen

aq Qp, aq (05} Qp,
+...+ > + +...+ ,
S — S — Qp S — Q2 S —as S — aq
ai ap, ai as ap
+ ...+ > + +...+ )
S — ay S — ay S —das S — Qy S — Q9
ay Qp, aq a2 Qp
+ ...+ > + + . —
S — ay S — ay S — ay S — aq S — Ap—1

liefert. Aufsummieren dieser Ungleichungen und Sammeln der Briiche mit demselben
Nenner zeigt

a Qn S—a S — Qn
(n—l)( LT )2 L+ =n,

s —ay s — ay s —ap s — ay

woraus sofort die Behauptung folgt. O

Die Methode des letzten Beispiels ldsst sich verallgemeinern und die resultierende Un-
gleichung heisst Ungleichung von Tchebychev.

Theorem 32 (Tchebychev). Seien xq, ..., 2, und yi, ..., y, zwei Folgen reeller Zah-
len (nicht unbedingt positiv).

1. Falls die beiden Folgen gleich geordnet sind, so gilt
T1Y1 + ...+ TpYn S Ty +...+Zyp Y1 +...+Yn

n n n

2. Falls die beiden Folgen umgekehrt geordnet sind, so gilt

xlyl—l—...—i—xnyn<a:1+...—|—xn.y1+...—|—yn

n n n

Beweis. Angenommen die Folgen sind gleich geordnet. Auf Grund der Symmetrie diirfen
wir 1 > ... > x, und y; > ... > y, annechmen. Wie im letzten Beispiel wenden wir n
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mal den Satz {iber geordnete Folgen an, wobei wir die Variablen y; zyklisch permutieren:

T1Y1 + ... ‘I'-rnyn =1y +$2y2+--'+xnyna
Y1+ T TYn = T1Y2 + 22y3 + .+ T,

T1Y1 + oo T TpYn = T1Yn + Ty + . TpYn—.

Nun miissen wir nur noch die n Ungleichungen addieren. Wir bemerken, dass jedes mog-
liche Produkt x;y; genau einmal auf der rechten Seite auftritt. In der Summe handelt es
sich also um die Entwicklung von (zy + ...+ 2,)(y1 + ... + yn). Darum erhalten wir

n(zyyy + .o+ Tayn) > (1 + .ot z) (i + o+ Yn),

was offensichtlich dquivalent ist zum Gewlinschten. Der Beweis der zweiten Ungleichung
funktioniert analog. O

Beispiel 16. Seien a, b, ¢ positive reelle Zahlen sodass abc = 1. Dann gilt
a—1 n b—1 n c—1 >0
Vb+e Veta a+rb T
Lésung. Hier bemerken wir sofort die fehlende Homogenitéit, weshalb man zuerst eher

an die Methoden aus dem zweiten Kapitel denken wiirde. Weiter ist die Ungleichung
symmetrisch, weshalb wir @ > b > ¢ annehmen diirfen.

Als néchstes bemerken wir die Minuszeichen, einige der Briiche konnten also negativ sein.
Meistens hat man lieber keine negativen Vorzeichen. Um sie loszuwerden, schieben wir
die negativen Ausdriicke alle auf die rechte Seite:

a . b L+ c S 1 N 1 n 1
Vb+e Veta Va+b T Vbte Veta Va+b
Beachte, dass aus a > b > ¢ die Ungleichungen a +b > a + ¢ > b + ¢ folgen. Da

die Wurzelfunktion z — +/z steigend ist, wird dies zu vVa+0b > Va+c > Vb+ec.
Schliesslich gilt fiir die Inversen

1 1 1
> > .
Vb+c  Veta T Va+b

Also kénnen wir die linke Seite mit Tchebychev nach unten abschitzen:

¢ b NN (a +b+ c) ( 1 N 1 N 1 )
Vbte Veta Vat+b 3 Vb+c Vet+a Va+b)
Jetzt miissen wir nur noch (a+b+c¢)/3 > 1 zeigen um die Aufgabe abzuschliessen. Dafiir
benutzen wir die Nebenbedingung abc = 1 und eine einfache Anwendung von AM-GM:

%?HC > Vabe = 1.
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Beispiel 17. Seien aq,...,a, positive reelle Zahlen. Dann gilt

aj+...+an
al a —_—
at* - oocarr > (ayc..ocay)

Lésung. Hier haben wir ziemlich merkwiirdige Exponenten. Wenn Produkte von Varia-
blen mit solchen Exponenten auftreten ist es oft niitzlich Logarithm-boxen anzuwenden.
Wir nehmen an, dass euch die grundlegenden Rechenregeln fiir den Logarithm-boxus be-
kannt sind. Zum Beispiel ist die Funktion z — logz (log steht hier fiir den natiirlichen
Logarithm-boxus) steigend, weshalb wir log auf beide Seiten der Ungleichung anwenden
diirfen. Sie wird dann zu

a;loga, + ...+ a,loga, > (W) (logai + ... +1ogay,).

Das Aussehen dieser Ungleichung schreit nach Tchebychev. Wegen der Symmetrie diirfen
wir a; > ... > a, annehmen. Dann gilt auch loga; > ... > loga,. Also folgt die
Ungleichung oben aus einer Anwendung von Tchebychev. O]

3.2 Schur, die Ausnahme

Die folgende Ungleichung ist nicht wie die bisherigen. Trotz der vorhandenen Homo-
genitdt und Symmetrie ldsst sie sich nicht mit Muirhead beweisen. Sie wird zwar eher
selten gebraucht, aber man sollte sie im Hinterkopf behalten falls alle anderen Methoden
vergeblich sind.

Theorem 33 (Schur). Seien a,b, ¢ nichtnegative reelle Zahlen und p eine positive
Zahl. Dann gilt

af(a—b)(a—c)+ b (b—c)(b—a)+P(c—a)(c—0b) >0.

Gleichheit gilt genau dann wenn a = b = ¢ oder wenn zwei der Variablen gleich sind
und die dritte gleich 0.

Beweis. Wegen der Symmetrie diirfen wir @ > b > ¢ annehmen. Aus einer simplen
Umformung folgt, dass die Ungleichung dquivalent ist zu

(a—0b)(@P(a—c)=P(b—c))+(a—c)(b—c)>0.
3 >0 } >0 >0

Offensichtlich stimmt diese Ungleichung, da alle Klammern auf der linken Seite positiv
sind. Wir iiberlassen es dem Leser, die Gleichheitsfille zu finden. n

In der Notation aus dem Abschnitt iiber Muirhead ldsst sich die Ungleichung wie folgt
aufschreiben:
[(p+2,0,0)] +[(p, 1, 1)] = 2[(p +1,1,0)].
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Beachte, dass sich Schur weder mit Muirhead noch mit dem Lemma 2.8 beweisen lisst.
Deshalb hat Schur so eine gesonderte Stellung in der Theorie der Ungleichungen.

Wir heben nun den Fall p = 1 von Schur gesondert hervor.

Theorem 34 (Spezialfall von Schur). Seien a,b,c nichtnegative reelle Zahlen.
Dann gilt
a® 4+ b + A + 3abe > a®b + a’c + b*a + b*c + Pa + Ab.

Gleichheit gilt genau dann wenn a = b = ¢ oder wenn zwei der Variablen gleich sind
und die dritte gleich O.

Beispiel 18. Seien a, b, ¢ nichtnegative reelle Zahlen mit a +b+ c = 1. Dann gilt
1
a® + b + & + 6abe > 1

Lésung. Wie wir gesehen haben, ist es fiir diese Art von Aufgabe sinnvoll, die Ungleichung
zu homogenisieren. Nach Multiplikation der rechten Seite mit (a + b + ¢)® = 1 erhalten
wir

4a® + 4b° + 4¢* + 24abe > (a + b+ ¢)*.

Ausmultiplizieren und Vereinfachen liefert dann genau Schur im Fall p = 1:

a® + b + ¢ 4 3abe > a®b + a’c + bPa + Ve + Pa + Ab.

4 Konvex oder konkav, das ist die Frage

In diesem Abschnitt wollen wir ein paar weitere Ungleichungen vorstellen, die von eher
analytischen Methoden ausgehen. Das zentrale Konzept ist die Konvexitidt oder Konka-
vitit einer Funktion. Bildlich gesehen ist eine Funktion konkav, falls ihr Graph wie ein
Hiigel aussieht, und konvex falls ihr Graph wie ein Tal aussieht. Insbesondere ist f genau
dann konvex, falls —f konkav ist und umgekehrt. Beobachte, dass das Multiplizieren ei-
ner Funktion mit —1 einer Spiegelung des Graphs an der horizontalen Achse entspricht
(Hiigel werden zu Télern und umgekehrt).

Genauso gut lassen sich Konvexitidt und Konkavitit einer Funktion f mithilfe der ersten
Ableitung f’ oder der zweiten Ableitung f” ausdriicken. Wir gehen davon aus, dass alle
Funktionen (zweimal) differenzierbar sind. Trotzdem sind Konvexitit und Konkavitét
auch fiir nicht-differenzierbare Funktionen definiert. Genauer gilt:

Definition 4.1. Sei I C R ein Intervall. Eine Funktion f: I — R heisst konvez, falls
eine der folgenden drei Bedingungen erfiillt ist:

1. flax +by) < af(x)+bf(y),Vr,y € I und Va,b € [0,1] sodass a + b = 1,
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2. flx) > fz)+ f'(2)(x — 2) Yo,z € 1,
3. f"(x) >0,Vz € 1.

Eine Funktion f: I — R heisst konkav, falls eine der folgenden drei Bedingungen erfiillt
ist (man dreht einfach alle Ungleichheitszeichen):

1. flax +by) > af(x)+bf(y),Yx,y € I und Va,b € [0,1] sodass a +b = 1,
2. f(z) < f(2) + ['(2)(x — 2),Va, 2 € I,
3. f"(x) <0,Vx el

Man beachte, dass jeweils eine der drei Bedingungen geniigt, um Konvexitit oder Kon-
kavitdt zu garantieren und falls eine erfiillt ist, so gelten auch die anderen beiden.

Auf den ersten Blick sehen diese drei Bedingungen ziemlich abstrakt aus. In Wahrheit
sind sie die mathematische Formulierung einer einfachen Idee. Nehmen wir zum Beispiel
die erste Bedingung:

flaz +by) < af(z)+bf(y).

Angenommen es gilt © < y. Dann sagt uns diese Ungleichung, dass der Teil des Graphen
von f, der die Punkte (z, f(x)) und (y, f(y)) verbindet, unterhalb derjenigen Strecke
verlduft, die diese beiden Punkte als Endpunkte hat (siehe Abbildung 1). Da a +b =1
und a,b € [0, 1], liegt ax 4 by auf der reellen Achse zwischen den beiden Punkten z und
y, das heisst

r<axr-+by<y.

Ahnlich stellt af(z)+bf(y) einen Punkt zwischen f(z) und f(y) auf der vertikalen Achse
dar. Dies garantiert, dass sich der Punkt mit Koordinaten (ax+by, af(x)+0bf(y)) auf der

flaz +by))|

ar+by vy

M

Abbildung 1: Eine konvexe Funktion. Die Strecke zwischen den Punkten (z, f(z)) und
(y, f(y)) ist in rot eingezeichnet. Sie liegt unterhalb des schwarzen Graphen.
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Strecke mit den Endpunkten (x, f(z)) und (y, f(y)) befindet. Umgekehrt liegt im Falle
einer konkaven Funktion die Verbindungsstrecke unterhalb des Graphen der Funktion.

Die zweite Bedingung in der Definition von Konvexitit verlangt, dass sich der Graph
der Funktion f oberhalb der Tangenten an den Graphen (in einem beliebigen Punkt)
befindet, siehe Abbildung 2. Die Tangente an den Graphen von f im Punkt (z, f(2)) ist
durch die Gleichung

y=f(z)+ f'(z)(x - 2)

gegeben. Man erinnere sich, dass die Ableitung f’(z) von f im Punkt z der Steigung der
Tangenten durch diesen Punkt entspricht. Also liegt der Graph von f iiber der Tangenten
durch (z, f(2)), falls fiir alle x € I gilt, dass

fl@) = f(2) + f'(2)(z — 2).

Die Funktion f ist konvex, falls diese Bedingung fiir alle z € I gilt. Ahnlich ist f konkav,
falls ihr Graph sich immer unterhalb der Tangenten befindet.

Die letzte Bedingung in der Definition ist eine Bedingung an die zweite Ableitung. Hat
eine zweite Ableitung immer dasselbe Vorzeichen, so ldsst sich dies geometrisch so inter-
pretieren, dass die Kriimmung des Graphen der Funktion nie das Vorzeichen wechselt.
Das heisst der Graph der Funktion biegt sich immer in dieselbe Richtung. Hat man ir-
gendeine Funktion gegeben, so ist ist dies meistens die am einfachsten zu {iberpriifende
Bedingung.

In der Praxis lautet der Plan wie folgt. Man bestimmt, ob eine Funktion konvex oder
konkav ist anhand ihrer zweiten Ableitung. Dann benutzt man die beiden anderen Be-
dingungen, um niitzliche Abschitzungen fiir die Funktion zu erhalten.

Wir halten nun die gemachten Beobachtungen im néchsten Satz fest. Die Formulierung
ist auf Anwendungen in der Olympiade zugeschnitten. Tatséchlich handelt es sich aber
dreimal um desselbe Konzept.

Abbildung 2: Eine konvexe Funktion. Die Tangente an den Graphen der Funktion f durch
den Punkt (z, f(2)) ist rot eingezeichnet. Der Graph befindet sich oberhalb der Tangente.
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Theorem 41. Sei f: [ — R eine konvexe Funktion (i.e. f” > 0). Dann gelten die
beiden folgenden Ungleichungen:

1. (Jensen) Seien xi,...,x, Zahlen aus dem Intervall I und 0 < wyq,...,w, <1
positive reelle Zahlen, sodass wy + ...+ w, = 1. Dann gilt

flwrzr + .. Fwozy) Sw f(xr) + ..o+ wo f(zn).

Gleichheit gilt genau dann wenn x; = x; fir alle Paare von Indizes (i, j) mit
w; # 0 und w; # 0, oder falls f eine lineare Funktion (f" =0 < f(x) = ax+b)

zwischen min{z;} und max{z;} ist.

2. (Tangent line trick) Seien x,z € I. Dann gilt

f(@) =2 f(2) + f(2)(z = 2).

Gleichheit gilt genau dann wenn x = z oder wenn f eine lineare Funktion
zwischen x und z ist.

Wenn [ konkav ist, dann gelten die umgekehrten Ungleichungen.

Falls man in der Ungleichung von Jensen alle Gewichte gleich wihlt, d.h. w; = 1/n, Vi,
so lautet die Ungleichung wie folgt.

Theorem 42 (Spezialfall von Jensen). Sei f: I — R eine konvexe Funktion. Seien
X1, ...,Ty, Zahlen aus dem Intervall I. Dann gilt

f(x1+...+xn> - f@) + -+ f(zn)

n n

Gleichheit gilt genau dann wenn x1 = ... = x, oder wenn f linear ist.

Die Ungleichung von Jensen ist eine verallgemeinerte Version der ersten Charakterisie-
rung von Konvexitdt bzw. Konkavitdt, genauso wie gewichtetes AM-GM das normale
AM-GM verallgemeinert. Der Beweis vom gewichteten AM-GM, welchen wir in voller
Allgemeinheit bisher noch nicht gesehen haben, funktioniert mit Jensen. Der Logarithm-
boxus f: x — logx ist eine konkave Funktion, da f”(z) = —1/2* < 0. Dank Jensen gilt
daher

log(wizy + ... + wpxy) > wylogxy + ... + wy, log x,

falls die z; positiv sind. Die Exponentialfunktion x — e” ist steigend, weshalb wir sie auf
beide Seiten der vorigen Ungleichung anwenden diirfen. Wir erhalten

Wn

w
WiT1 + . Wy > Ty T

Das ist genau die Aussage vom gewichteten AM-GM.
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Beispiel 19. Seien a, b, c die Lingen der Seiten eines Dreiecks. Dann gilt

Va+b—c+vVb+c—a+Veta—b<Va+Vo+ e

Lésung. In diesem Beispiel haben wir eine geometrische Bedingung an die Variablen.
Wie konnen wir sie nun in algebraischer Form wiedergeben? Anders gesagt, welche Be-
dingungen miissen die drei nichtnegativen Zahlen a, b, ¢ erfiillen, damit es ein (vielleicht
degeneriertes) Dreieck gibt, dessen Seitenléngen genau diesen drei Zahlen entspricht?

Das Argument ist einfach. Wegen der Symmetrie diirfen wir a > b > ¢ > 0 annehmen.
Wir beginnen damit, die Seite der Linge a zu zeichnen. Dann zeichnen wir einen Kreis
mit Radius b an einem Ende der Seite, und einen Kreis mit Radius ¢ am anderen Ende.
Das gesuchte Dreieck existiert genau dann wenn die beiden Kreise sich schneiden. Da
b < a und ¢ < a gelten, schneiden sie sich genau dann wenn b+ ¢ > a. Diese Bedingung
wird auch Dreiecksungleichung genannt. Insgesamt gilt

a, b, c sind die Seiten eines Dreiecks < a+b>c¢, b+c¢>aund c+a > 0.
Beachte, dass die drei Ungleichungen der rechten Seite implizieren, dass die Zahlen a,b

und c nichtnegativ sind. Falls eine der Ungleichungen eine Gleichheit ist, so ist das Dreieck
degeneriert (d.h. die Ecken sind kollinear). Anders gesagt gilt

a, b, c sind die Seiten eines Dreiecks < a+b> ¢, b+c¢>aund c+a > 0.

In unserer Aufgabe garantieren die drei Dreiecksungleichungen, dass die Wurzeln wohl-
definiert sind. Um die geometrische Bedingung loszuwerden, kénnen wir eine Substition
benutzen, welche Ravis Substitution heisst. Die Substitution geht wie folgt:

a=1x+y,
a, b, c sind die Seiten eines Dreiecks < ¢ b=y + 2z,
c=z+ux,

fiir drei nichtnegative reelle Zahlen z,y, 2. Wenn wir das Gleichungssystem auf der
rechten Seite nach a,b und ¢ auflésen, dann gilt zum Beispiel x = 1/2(a — b + ¢). Auf
Grund der Dreiecksungleichung ist = also nichtnegativ. Die umgekehrte Implikation ist
offensichtlich. Ravis Substitution ldsst sich geometrisch sehr schén darstellen, sieche Ab-
bildung 3.

Kehren wir nun zu unserem Beispiel zuriick und wenden Ravis Substitution an. Dann
miissen wir fiir alle nichtnegativen reellen Zahlen x,y, z zeigen, dass

V2(Vr+ y+V2) SVIFy+Vy e+ Vet

Die Funktion f: z — 4/ ist konkav auf den nichtnegativen reellen Zahlen, denn f”(x) =
—1/(4z+/x) < 0. Mit Jensen fiir zwei Variablen und w; = wy = 1/2 gilt

\/E+\/§< x+y
2 - 2
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Abbildung 3: In einem Dreieck hat jede Ecke den gleichen Abstand zu den beiden Be-
rithrungspunkten der entsprechenden Seiten mit dem Inkreis. Dies folgt zum Beispiel aus
dem Potenzsatz.

Aufsummieren dieser Ungleichungen fiir (z,v), (y,2) und (z,z) zeigt das Gewiinschte.
Offensichtlich brauchen wir Jensen nicht unbedingt, die Ungleichung oben kénnte man
nach Quadrieren auch mit AM-GM beweisen. Aber wenn man die Wurzeln durch vierte
Wurzeln, oder irgendeine andere auf den nichtnegativen Zahlen konkave Funktion, ersetzt,

so kommen wir um eine Anwendung von Jensen nicht herum. [
Beispiel 20 (IMO 2001, Aufgabe 2). Seien a,b, ¢ positive reelle Zahlen. Dann gilt
a b

c
+ + > 1.

Vaz+8bc Vb2 +8ca v+ 8ab

Beweis. Wir schauen uns diese bereits mit Holder bewiesene Ungleichung nochmals an

und zeigen sie diesmal mit Jensen. Die Idee ist, dass die Funktion f: z — 1/y/z auf
den positiven reellen Zahlen konvex ist, denn ihre zweite Ableitung lautet f”(z) =

3/(422/7) > 0.

Wie kénnen wir die Ungleichung von Jensen nun anwenden? Dafiir brauchen wir zu-
néchst drei Gewichte mit Summe 1. Da die Ungleichung homogen ist, kénnen wir ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass a + b+ ¢ = 1 gilt. Die Variablen selbst
werden nun die Rolle der Gewichte iibernehmen! Wir erhalten

1 1 1 1
a- +b- +c- > ‘
Va? + 8bc Vb? + 8ca Vet +8ab — y/a(a® 4 8bc) + b(b? + 8ca) + ¢(c? + 8ab)

Also bleibt zu zeigen, dass fiir positive reelle Zahlen a, b, ¢ mit Summe 1 die Ungleichung

1 > a(a® + 8be) + b(b* + 8ca) + c(c® + 8ab)

gilt. Diese Ungleichung ist relativ einfach im Vergleich zur Ursprungsungleichung, dafiir
ist sie nicht homogen. Dieses Problem ladsst sich aber leicht 16sen. Wir homogenisieren
die Ungleichung durch Multiplikation mit 1 = (a + b+ ¢). Nach Vereinfachung bleibt

a’b + a*c + b*a + b2c + Fa + b > 6abe.
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Diese Ungleichung kennen wir bereits. O

Im letzten Beispiel dieses Skripts benutzen wir den Tangent line trick. Die zu zeigende
Ungleichung kann in seltenen Fillen praktisch sein.

Beispiel 21 (Bernoulli). Seien r und x zwei nichtnegative reelle Zahlen. Dann gilt
1. (1+x)" > 1+rz, falsr > 1,
2. 14+2z) <1+rzx, fallsr < 1.

Gleichheit gilt genau dann wenn r =1, r =0 oder x = 0.

Lésung. Die Funktion f: x +— (1 + z)" ist auf den nichtnegativen Zahlen konvex falls
r > 1 und konkav falls r < 1. Wegen f”(x) = r(r — 1)(1 4+ x)"~2 hiingt das Vorzeichen
von f” nur vom Verzeichen von r — 1 ab. Mit dem Tangent line trick im Punkt z = 0
erhalten wir sofort die gewiinschte Ungleichung. Im Fall » > 1 gilt zum Beispiel, wegen
f(0) =1 und f'(0) =r, dass

14+z2)">14r(z—-0)=1+rz.
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