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1 Introduction
Dans cette deuxième partie, on verra des techniques importantes pour la résolution des
problèmes de géométrie. Je vous recommande de lire attentivement les preuves des théo-
rèmes et de vous en souvenir. De cette manière, vous allez mieux comprendre la géométrie.
Cependant, les résultats donnés par les théorèmes sont aussi très importants.

Par rapport à la première partie, ce script contiendra moins d’exemple et d’illustrations.
L’idée est que vous apprenez les techniques en utilisant vos propres croquis et en résolvant
les exercices par vous-mêmes. On trouve tous les théorèmes importants sur une page de
rappel.

2 Triangles semblables et puissance d’un point (P. Stalder,

D. Sprecher)

2.1 Introduction aux triangles semblables

Vous connaissez probablement les théorèmes suivants de l’école. Nous les rappelons ici
sans preuve et sans exemple. Vous pouvez encore vous entraîner sur ce chapitre avec les
premiers exercices.

Proposition 21 (Premier théorème de Thalès). Soit a et b des droites parallèles et S
un point qui ne se trouve sur aucune des droites. Une demi-droite issue de S coupe a en
A et b en B. Une deuxième demi-droite coupe a en A0 et b en B0. Alors on a les égalités
suivantes:

SA

SA0
=
SB

SB0
, SA

SB
=
SA0

SB0
, SA

AB
=

SA0

A0B0
:

Proposition 22 (Deuxième théorème de Thalès). Dans la même situation que le théo-
rème précédent, on a aussi:

AA0

BB0
=
SA

SB
:

La réciproque de ce théorème est aussi vraie. Mais pour la fromuler correctement il faut
définir des distances orientées. Les conditions peuvent donc être négatives. Soient
X; Y et Z trois points différents qui se trouvent dans cet ordre sur une droite. Alors
le rapport XY

Y Z
est positif car les vecteurs

��!
XY et

�!
Y Z pointent dans la même direction.

Au contraire XZ
ZY

est négatif car ici les vecteurs pointent dans des directions opposées. À
chaque fois qu’on parle de produit ou de rapport de distances orientées, on le précisera
entre parenthèses.
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Proposition 23 (Réciproque du premier théorème de Thalès). Soient a et b deux droites,
S;A;B sur a et S;A0; B0 sur b. Si la condition suivante est vérifiée:

SA

SB
=
SA0

SB0
(distances orientées)

Alors les droites AA0 et BB0 sont parallèles.

La réciproque du deuxième théorème n’est pas valable. On peut le voir en construisant le
cercle de centre A et de rayon AA0. Ce cercle coupe SB0 en un deuxième point P 6= A0.
On a alors les égalités suivantes:

AP

BB0
=
SA

SB

mais les droites AP et BB0 ne sont pas parallèles.

Maintenant on peut passer aux triangles semblables. Voici d’abord une définition
importante.

Définition 2.1 (Triangles semblables). Deux triangles sont semblables si deux angles
d’un triangle sont égaux à deux angles de l’autre triangle.

Comme la somme des angles d’un triangle vaut 180�, les troisièmes angles sont aussi
égaux. On peut dériver les triangles semblables du théorème de Thalès en déplaçant
les triangles SAA0 et SBB0 n’importe où dans le plan (le point S devient alors les points
S1 et S2). Cela ne change pas les longueurs des côtés et les égalités des théorèmes sont
donc toujours valides. Pour que les triangles soient semblables, il suffit que des paires
angles soient égaux. On écrit aussi:

4S1AA
0 � 4S2BB

0:

Pour la réciproque de la similarité du cas CAC, CCA il faut être prudent car les
ditances orientées n’ont pas de sens dans ce cas. IL faut se demander si on peut se
ramener au théorème de Thalès. La similarité est toujours vraie s’il y a un angle commun
et si les deux côtés qui entourent cet angle ont un rapport égal (CAC = Côté-Angle-Côté
ou au contraire CCA = Côté-Côté-Angle). Voici un exemple

Exemple 1. Dans le carré ABCD soit M le milieu du segment AB. La perpendiculaire
à MC passant par M coupe AD en K. Montrer que les triangles CMB et CKM sont
semblables.

Preuve. Pour montrer que les triangles sont semblables, on peut utiliser la chasse aux
angles (et montrer que les trois angles respectifs sont égaux). on peut aussi utiliser la
réciproque de la similarité ce que l’on fait dans cet exemple.
D’après la donnée \MBC = \KMC = 90�. Il faut encore montrer

MK

MC
=
BM

BC
:
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Par chasse aux angles, on trouve que les triangles MBC et KAM sont semblables. Donc

MK

MC
=
MA

BC
=
BM

BC
:

Pour la dernière égalité, on a utilisé le fait que M est le point milieu de AB.

Une dernière remarque. Pour montrer que des n-gones avec n > 3 sont semblables, il ne
suffit pas de montrer que tous les angles sont respectivement égaux. Par exemple, si on
considère un trapèze et on déplace les segments entre les droites parallèles sans changer
la base, on trouve un trapèze différents mais avec les mêmes angles. Les rapports de
longueur changent dans ce cas.

2.2 Triangles semblables

Pour les exercices d’Olympiades, il est de plus en plus fréquent d’utiliser les triangles
semblables. Dans ce chapitre, nous verrons plusieurs exemples d’exercices avec des tri-
angles semblables. La théorie n’est pas nouvelle. Tout ce qui est important a été vu
dans le chapitre 2.1. Mais dans ce chapitre, nous verrons comment résoudre des exerices
compliqués avec ces méthodes élémentaires.

Tout d’abord un rappel de la théorie des traingles semblables; deux triangles sont sem-
blables si :

1. Les angles sont égaux. (AAA)

2. Les rapports des côtés sont égaux. (CCC)

3. Un angle et le rapport des côtés adjacents à cet angle sont égaux. (CAC)

4. Deux rapports de côtés sont égaux et l’angle adjacent au côté le plus long est égal.
(CCA)

Ce résumé est toute la théorie. Voici maintenant quelques exemples qui montrent l’utilité
des triangles semblables.

Exemple 2 (Tour final 2016). Soit ABC un triangle aigu et soit H son orthocentre. Soit
G l’intersection de la parallèle à AB passant par H avec la parallèle à AH passant par B.
Soit I le point sur la droite GH tel que AC coupe le segment HI en son milieu. Soit J la
deuxième intersection de AC avec le cercle circonscrit au triangle CGI. Montrer que IJ
= AH.

Solution. Le problème dans cet exercice est qu’on ne connaît rien sur les segments AH
et IJ . On a de la peine à les mettre en relation. Pour ce genre d’exercices il faut passer
par les angles. Comment résoudre un exrcice de ce type? Tout d’abord on trouve un
parallélogramme ABGH ce qui réduit l’exercice à prouver BG = JI. Cependant, ce
n’est pas vraiment utile. Comme toujours quand on ne sait pas comment résoudre un
exercice de géométrie, on essaie d’utiliser la chasse aux angles.
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Figure 1 : Solution de l’exercice du Tour final 2016

Soit A1 et B1 les pieds des hauteurs de A et B. On trouve que le quadrilatère BA1B1A est
inscrit. De plus BG est parallèle à AH et donc \GBC = 90�. Comme GH est parallèle
à BA, \CHG = 90�. Donc \GBC = \GHC. GBHC est alors un quadrilatère inscrit.

On arrive à la partie la plus compliquée de l’exercice. La donnée nous dis que AC coupe le
segment HI en son milieu. Soit P L’intersection de AC et HI. Il faudra utiliser quelque
part l’égalité IP = PH. Soit A0 l’intersection de la droite AC et de la parallèle à IJ
passant par H. Comme \IJA0 = \JA0H et \HPA0 = \IPJ , les triangles PIJ et
PHA0 semblables. Mais comme HP = PI, ils sont mêmes isométriques. On obtient alors
l’égalité A0H = IJ . Il ne reste plus qu’à montrer que AHA0 est un triangle isocèle. Grâce
aux triangles semblables obtenus et aux quadrilatères inscrits AA1B1B, CHBG et CGIJ
on trouve les égalités suivantes :

\AA0H = 180� � \HA0C = \CBH = \A1BB1 = \A1AB1 = HAA0:

Donc HAA0 est un triangle isocèle. Et finalement, on trouve IJ = AH.

Exemple 3 (IMO-Sélection 2016). Soit ABC un triangle non-rectangle avec M le milieu
de BC. Soit D un point sur la droite AB tel que CA = CD et soit E un point sur la
droite BC tel que EB = ED. La parallèle à ED passant par A coupe la droite MD au
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point I et la droite AM coupe la droite ED au point J . Montrer que les points C; I et J
sont alignés.

Solution. Dans cet exercice il n’y a pas de cercle. On ne peut donc pas faire de la chasse
aux angles en passant par les quadrilatères inscrits. Cependant, il existe une solution qui
utilise des calculs. La solution la plus élégante utilise les triangles semblables. On définit
un point Y comme le point d’intersection de EC et AI. Comme AI est parallèle à DJ ,
on a les égalités suivantes: \DEC = \DEY = \CY A. On a aussi l’égalité: DC = CA
ce qui nous donne \CAD = \CDA. Donc \Y AB = \BDE = \EBD = \Y BA. On
en déduit les égalités:

\Y AC = \Y AB � \CAB = \EBD � \CDA = 180� � (180� � \EBD)� \BDC

= \DBC = \DCE

Les égalités \AY C = \DEC et \Y AC = \DCE impliquent que les triangles CY A
et DEC sont semblables. Mais comme CD = CA, ces deux triangles sont même isomé-
triques. Donc Y C = ED = EB. Grâce à cela, on en déduit que M est même le milieu du
segment Y E. Comme ED est parallèle à Y I, \Y AM = \MJE. Ceci implique que les
triangles Y AM et EMJ sont semblables et grâce à l’égalité EM = YM , ils sont mêmes
isométriques. Donc JM = AM . Maintenant, on étend les distances YM et EM de telle
sorte qu’elles soient égales aux distances MC, respectivement MB. De cette manière, les
triangles Y AB et EJC sont aussi isométriques. On en déduit alors que JC est parallèle
à AD. Comme \IMA = \JMD, les triangles JMD et IMA sont semblables. Mais
comme JM = MA, ils sont même isométriques. Donc IM = MD. Ensuite comme AI
est parallèle à JD, et M est le milieu de AJ , M est alors le milieu de DI, car ADJI
est un parallélogramme. Comme C se trouve sur la parallèle à AD passant par J , C se
touve sur la droite JI, ce qui conclut la preuve.

Exemple 4 (IMO 2017). Soient R et S des points distincts appartenant à un cercle k
tel que le segment RS n’est pas un diamètre de k. Soit l la tangente à k en R. Le point
T est tel que S est le milieu du segment RT . Le point J est choisi sur le plus petit arc
RS de k de sorte que le cercle ! circonscrit au triangle JST rencontre l en deux points
distincts. Soit A le point commun de ! et k qui est le plus proche de R. La droite AJ
recoupe k en K. Prouver que la droite KT est tangente à !.

Solution. Dans cet exercice, deux quadrilatères inscrits sont donnés: AJST et RJSK.
Grâce au working backward, on réduit le problème à prouver que \KTR = \SAT .
Comme les quadrilatères inscrits sont déjà donnés, c’est une bonne idée de commencer
par de la chasse aux angles. On trouve :

\RKS = \ARS = \ART

\RSK = \RJK = 180� � \AJS = \ATS = \ATR
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On en déduit que les triangles RKS et ART sont semblables. On a alors \KRS = \STA.
On doit maintenant utiliser d’une certaine manière le fait que RS = ST . Le plus simple
est d’utiliser les triangles semblables RKS et ART . On trouve l’égalité

RK

RS
=
TR

TA

Comme RS = ST , on a RK
ST

= TR
TA

ce qui peut être reformulé par RK
TR

= ST
TA

. Puisque
\KRT = \STA, on en déduit par le troisième cas de similarité des triangles que les
trianlges KTR et STA sont semblables. Donc \KTR = \SAT , ce qui conclut la preuve

Dans cet exercice, il est crucial d’utiliser la similarité pour calculer des longueurs de
segment.

2.3 La puissance d’un point

Euclide a déjà mentionné et prouvé ce théorème important dans son oeuvre Les élé-
ments.

Proposition 24 (Théorème de la puissance). Soit un point P donné et un cercle k.
Appelons A et B les deux points d’intersection de k avec une droite g quelconque passant
par P . On appelle puissance de P par rapport à k le produit PA � PB. Ce produit est
indépendant du choix de g.

Preuve. Considérons la figure 2. Soit AB et A0B0 deux droites arbitraires passant par
P qui se trouve en dehors du cercle. Les triangles 4PAA0 et 4PB0B sont semblables,
puisque \B0BA = 180� � \B0A0A = \PA0A. Il s’ensuit que

PA

PA0
=
PB0

PB

CQFD. Le cas avec P à l’intérieur du cercle se démontre de façon analogue. Les points
sur le cercle ont tous une puissance de 0.

Très souvent on applique le théorème de la puissance avec la tangente au cercle passant
par P . Soit T le point où la tangente touche le cercle. On a alors PA � PB = PT 2.

Exemple 5. Soient PA et PB les deux droites tangentes partant d’un point arbitraire
P à l’extérieur du cercle k, où A et B sont les points de tangence. Soit C le point
d’intersection de la droite parallèle à PB passant par A avec k. Appelons E le deuxième
point d’intersection de PC avec k. Montrer que AE coupe le segment PB en deux.

Solution. (Fig. 3) Nous allons montrer que SB2 = SP 2. Pour cela nous allons considérer
la puissance de S à k. D’après le théorème de la puissance,

SB2 = SE � SA:
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Figure 2 : Le théorème de la puis-
sance

Figure 3 : Solution de l'exemple 5

Pour terminer il nous su�t de montrer que

SP2 = SE � SA ,
SP
SE

=
SA
SP

:

C'est le cas si4 PSE � 4 ASP, donc si \ SPE = \ PAS. Pour prouver ceci, on pose
� := \ SPE. CommePB et AC sont parallèles, on a\ ACP = � et d'après le théorème
de l'angle tangent, on a\ PAS = � .

Comme pour le premier théorème de Thalès, on a une réciproque utile pour le théorème
de la puissance. Considérons qu'on a de nouveau a�aire à des distances orientées (cf.
chapitre 1). Par conséquent, la puissance d'un point à l'intérieur du cercle est négative.

Proposition 25 (Réciproque du théorème de la puissance). Si les droitesAB et A0B 0 se
coupent enP et PA � PB = PA0� PB0 (vues comme distances orientées), alors les points
A; B; A 0; B 0 se trouvent sur le même cercle.

2.4 La ligne de puissance

Soient k1; k2 deux cercles autour deM 1; M2 avec un rayon der1; r2 respectivement. En
général la puissance d'un point par rapport à l'un des deux cercles est di�érente de la
puissance par rapport à l'autre cercle. Quel est le lieu géométrique des points possédant
la même puissance par rapport aux deux cercles? La réponse est la ligne de puissance
qui est perpendiculaire àM 1M 2. Si les cercles se coupent en deux points, elle passe par
ces deux points d'intersection.

Preuve. SoientS1 et S2 les points d'intersection dek1, respectivement dek2 avec la droite
M 1M 2 (Fig. 4). Par la continuité de la puissance on trouve un pointP sur la droite S1S2,
qui a la même puissance par rapport aux deux cercles. Or on démontre que tous les points
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Figure 4 : La ligne de puissance

X , situés sur la perpendiculaireM 1M 2 passant parP, ont la même puissance par rapport
aux deux cercles. La puissance deP par rapport aux deux cercles vaut

(PM1 � r1)(PM1 + r1) = ( PM2 � r2)(PM2 + r2)

, PM 2
1 � r 2

1 = PM 2
2 � r 2

2

, PM 2
1 � r 2

1 + PX 2 = PM 2
2 � r 2

2 + PX 2

, XM 2
1 � r 2

1 = XM 2
2 � r 2

2

, (XM 1 � r1)(XM 1 + r1) = ( XM 2 � r2)(XM 2 + r2)

Dans la deuxième ligne on a additionnéPX 2 aux deux côtés et dans la troisième ligne on
a appliqué le théorème de Pythagore aux triangles rectangles4 PXM 1 et 4 PXM 2. Dans
la dernière ligne on retrouve la puissance des pointsX par rapport aux deux cercles.
Notre intuition nous dit qu'il n'y a pas d'autres points avec cette propriété. C'est le cas
et, exceptionnellement, on l'accepte sans preuve.

Si les cercles ne se coupent pas, on construit la ligne de puissance en dessinant l'une des
quatre tangentes communes. La ligne de puissance passe alors par le milieu du segment
qui a comme extrémités les deux points de tangence.

Exemple 6 (Tour �nal 2009, 7). Les pointsA, M 1, M 2 et C se trouvent dans cet ordre-là
sur une droite. Soitk1 le cercle de centreM 1 passant parA et k2 le cercle de centreM 2

passant parC. Les deux cercles se coupent aux pointsE et F . Une tangente commune
de k1 et k2 est tangente àk1 en B et à k2 en D. Montrer que les droitesAB , CD et EF
se coupent en un seul point (Fig. 5).

Démonstration. Nous remarquons en premier lieu queEF est la ligne de puissance des
deux cercles. Il su�t donc de montrer que le point d'intersectionS des droitesAB et CD
a la même puissance par rapport aux deux cercles, donc queSA� SB = SC� SD. D'après
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le théorème de la puissance ceci est équivalent au fait queACDB est un quadrilatère
inscrit. Nous allons donc prouver cette dernière a�rmation par une chasse aux angles.
Par le théorème de l'angle au centre, nous avons\ CM1B = 2\ CAB . Comme les rayons
M 1B et M 2D sont tous les deux perpendiculaires à la tangenteBD , ils sont donc parallèles
et nous avons donc\ CM2D = \ CM1B = 2\ CAB . Le triangle 4 M 2CD est isocèle, ce
qui induit:

\ BDC = 90� + \ M 2DC = 90� +
1
2

(180� � \ CM2D) = 180� � \ CAB:

L'a�rmation est donc démontrée.

Figure 5 : Exemple 6

La droite de puissance peut être très utile pour résoudre des exercices. Voici un petit
conseil pour les exercices: Un point peut être vu comme un cercle de rayon 0. Donc pour
deux points A et P, la puissance est toujours dePA2.

Voici maintenant un exemple qui peut être résolu avec la droite de puissance. Cependant,
la solution présentée n'a pas de droite de puissance car nous voulons présenter un concept
di�érent. L'idée est d'introduire un point important. Dans le chapitre suivant, vous ver-
rez comment introduire de bons points. En général, il faut essayer d'utiliser toutes les
conditions. La preuve qui utilise la droite de puissance est laissée en exercice.

Exemple 7 (Tour �nal 2019, Exercice 7). Soit ABC un triangle avec\ CAB = 2 �\ ABC .
Supposons qu'il existe un pointD à l'intérieur du triangle ABC tel queAD = BD et
CD = AC. Monter que \ ACB = 3 � \ DCB .

Démonstration. Nous voulons d'abord comprendre un peu mieux la situation géomé-
trique de cet exercice: CommeAD = BD , D se trouve sur la médiatrice du segmentAB .
CommeCD = AC, D se trouve sur un cercle de centreC et de rayonAC. Donc D est
l'intersection de ces deux objets. De plus, la condition\ CAB = 2\ ABC suggère que la
bissectrice de l'angle\ CAB pourrait avoir un rôle important. Soit C0 l'intersection de la
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bissectrice avec le cercle de centreC et de rayonAC. CommeCA = CC0, on a l'égalité
suivante:

\ AC 0C = \ CAC0 =
1
2

\ CAB = \ ABC:

Donc par la réciproque du théorème de l'angle inscrit, on déduit queABC 0C est un
quadrilatère inscrit. On sait aussi que\ BAC 0 = \ C0AC = \ CC0A. Par conséquent,
CC0 est parallèle àAB et donc ABC 0C est un trapèze isocèle.
Grâce à ce dernier résultat, la médiatricem deAB est à nouveau importante, c'est en e�et
l'axe de symmétrie du trapèzeABC 0C. CommeD se trouve sur cet axe de symmétrie,
\ BCD = \ DC 0A. Il ne reste plus qu'à remarquer que, par le théorème de l'angle au
centre appliqué au cercle de centreC et de rayonAC, \ ACD = 2 � \ AC 0D = 2 � \ DCB ,
et donc

\ ACB = \ ACD + \ DCB = 2 � \ DCB + \ DCB = 3 � \ DCB:

3 Premiers pas en trigonométrie (A. Maret)

3.1 Introduction

Les fonctions trigonométriques fournissent un lien algébrique direct entre les mesures
d'angles et les mesures de longueurs.A contrario , la théorie des triangles semblables ne
fournit qu'un critère de comparaison indirect. À savoir: pour montrer que les angles de
deux triangles sont égaux, il est su�sant de véri�er que les longueurs de leurs côtés sa-
tisfont une certaine relation algébrique. La trigonométrie va nous permettre de calculer
directement la valeurs des angles à partir de la longueur des côtés (etvice versa). Pour
véri�er si les angles sont égaux, il su�ra alors de comparer ces valeurs. Dans le contexte
des olympiades, la trigonométrique est un outil puissant et dangereux à la fois. Se lancer
aveuglément dans une approche par trigonométrie est fortement déconseillé. Le manque
d'expérience se traduit souvent par des pages entières d'expressions trigonométriques ne
menant absolument nulle part. Seules la pratique et une bonne connaissance des formules
trigonométriques permettent de mettre à pro�t la puissance de la trigonométrie. Il est
ainsi fortement conseillé d'entrainer assidument la résolution de problèmes par trigono-
métrie avant se lancer lors d'un examen. La première section de ces notes fournit un
rappel des dé�nitions des fonctions trigonométriques ainsi que leurs propriétés élémen-
taires. Ce matériel est généralement enseigné dans le cadre scolaire et il est rappelé ici
pour référence et par soucis de concision.

3.2 Construction du sinus, du cosinus et de la tangente

Une remarque préliminaire s'impose. Il faut faire attention à ne pas confondre un angle
et sa mesure. Ce sont deux objets di�érents, à l'image d'un segment et sa longueur. Un
angle est la portion du plan délimité par deux demi-droites de même origine. La mesure
d'un angle est un nombre réel qui détermine la portion du plan qu'occupe l'angle.
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Il existe trois fonctions trigonométriques fondamentales qui associent à la mesure d'un
angle un nombre réel. Dans la littérature, il est de coutume de travailler en radians
plutôt qu'en degrés. L'échelle radian associe à un angle complet (i.e. un angle de360� )
une mesure de2� . La mesure des autres angles est obtenue proportionnellement. Par
exemple, un angle de180� a une mesure de� radians et un angle droit a une mesure de
�= 2 radians. Plus généralement, sid est la mesure d'un angle en degrés etr la mesure
du même angle en radians, alors on a la relation suivante:

d =
180
�

� r () r =
�

180
� d:

On décrit à présent la manière de calculer le sinus et le cosinus d'un nombre réel� . On
commence par dessiner le cercle� de rayon 1 centré à l'origine d'un repère d'axes. On
reporte ensuite la valeur� à partir du demi-axe horizontal positif en tournant dansle
sens inverse des aiguilles d'une montre si � > 0 et dans le sens des aiguilles
d'une montre si � < 0. Il faut s'imaginer une aiguille �xée à l'origine que l'on tourne
progressivement jusqu'à ce que l'aiguille détermine un angle de� radians avec le demi-
axe horizontal positif. L'aiguille indique alors un point bien déterminéX (� ) sur le cercle
� comme illustré par la �gure 6. Par exemple,X (0) = (1; 0) et X (�= 2) = (0; 1) .

Comme un tour complet représente un angle de2� , deux valeurs distinctes de� peuvent
déterminer le même pointX sur � . C'est le cas si les deux valeurs de� sont "congruentes
modulo 2� ", c'est-à-dire, si les deux valeurs sont égales à un certain nombre de tours
complets près. Par exemple, les valeurs� 1 = �= 4 et � 2 = � 2� + �= 4 déterminent le même
point X (� ) sur � .

Figure 6 : Les points X (� 1) et X (� 2) déterminés pour les valeurs de� 1 � �= 3 et
� 2 � � 7�= 8.
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Dé�nition 3.1 (sinus et cosinus). Le sinus de� est dé�ni comme l'abscisse du point
X (� ) et le sinus de� comme l'ordonnée du pointX (� ). C'est-à-dire,

X (� ) = (cos(� ); sin(� )) :

En d'autres termes, le sinus et le cosinus sont dé�nis de la manière suivante. On projette
le point X = X (� ) sur l'axe horizontal et sur l'axe vertical. SoientH et V les projetés,
respectivement. Le cosinus de� , noté cos(� ), est alors donné parla distance signée OH
et le sinus de� , noté sin(� ), par la distance signée OV (cf. �gure 7). Qu'entend-on par
distance signée ? Les pointsH et V se trouvent sur les deux axes. On compte donc la
distanceOH positivement si H est à droite de l'origine et négativement siH se trouve
à gauche de l'origine. De même,OV est comptée positivement siV est au-dessus de
l'origine et négativement siV est au-dessous de l'origine.

Pour dé�nir la tangente de � , on introduit la tangente t au cercle� en (1; 0). On prolonge
la droite OX et on noteT(� ) sont intersection avec la droitet. Évidement, si par exemple
� = �= 2, alors les droitesOX et t sont parallèles et donc n'ont pas d'intersection. C'est
le cas pour toutes les valeurs� = �= 2 + k� où k est un nombre entier. Dans ces cas, la
tangente n'est pas dé�nie. Dans tous les autres cas, elle est dé�nie de la manière suivante.

Dé�nition 3.2. Pour dé�nir la tangente de � , on introduit la tangente t au cercle�
en (1; 0). On prolonge la droiteOX et on note T(� ) sont intersection avec la droitet.
Évidement, si par exemple� = �= 2, alors les droitesOX et t sont parallèles et donc n'ont
pas d'intersection. C'est le cas pour toutes les valeurs� = �= 2 + k� où k est un nombre
entier. Dans ces cas, la tangente n'est pas dé�nie. Dans tous les autres cas, elle est dé�nie
de la manière suivante. La tangente de� 6= �= 2 + k� est dé�nie comme l'ordonnée du
point T(� ). C'est-à-dire

T(� ) = (1; tan( � )) :

En d'autres termes, la tangente de� , notée tan(� ), est donnée par la distance signée
entre le point (1; 0) et le point T(� ). À nouveau, la distance est comptée positivement si
le point T(� ) est situé au-dessus du point(1; 0) et négativement si le pointT(� ) est situé
au-dessous du point(1; 0).

Ce schéma utilisé pour la construction des fonctions trigonométriques est appelécercle
trigonométrique. Comme on va le voir, gri�onner un cercle trigonométrique est en général
su�sant pour retrouver les di�érentes formules trigonométriques ou pour se souvenir de
quelques valeurs élémentaires. Apprenez à travailler avec cet outil, il vous épargnera
beaucoup de travail de mémoire. Vraiment. Si il y a bien une chose à se souvenir dans
cette section, c'est bien la �gure 7: la fameuse cible.

3.2.1 Propriétés des fonctions trigonométriques

Comme les pointsH et V se situent toujours à l'intérieur du cercle� qui a un rayon 1,
le cosinus et le sinus de� sont toujours des valeurs comprises entre� 1 et 1 quelque soit
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